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EXERCICES 



SUR 

LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX ET LES AXES PR1NCI.PAUX 


DES 

SURFACES DU SECOND DEGRE. 




Parmi les methodes employees par les geometres pour discuter les 
surfaces representees par des equations du second degre, I’une dcs 
plus simples est cede qui consistc a coupcr ces surfaces par des droites 
paralleles. En suivantcette metliode, on pent facilement determiner la 
nature des surfaces dont il s’agit, leurs centres, s’il en existe, leurs 
axes principaux, etc.; et Ton reconnait, en particulier, que, pour fixer 
la direction de ces axes, il suffit de resoudre une equation du troi- 
siemc degre. Cette equation, qui se representc dans diverses questions 
dc Geometric ou de Mecanique, et, en particulier, dans la theoric des 
moments d’inertie, a cela cle remarqualile que ses trois racines sont 
toujours reelles. Mais jusqu’a present on n’avait prouve cette realite 
qu’a I’aide de moyens indirects, par exemple, en ayant recours ii la 
transformation des coordonnees, ou en faisant voir que Ton parvien- 
drait a des conclusions absurdes, si I’on supposait deux racines ima- 
ginaires. Je me propose, dans cet article : i° de montrer combien il est 
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SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX 

facile de fixer, par la metliode ci-dessus mentionnee, la position dii 
centre, des plans principaux et des axes principaux d’une surface du 
second degre, lorsque, pour simplifier les calciils et les rendre [dus 
svmetriques, on ecritles equations de chaque droite sous la forme in- 
diquee dans les Lecons sur les Applications du Calcul infinitesimal d la 
(jeometne ; 2 ° d'etablii' directenient larealite des troisiacuics del eqiia 
lion qui sert a la determination des axes principaux. 

Soieat x, y, s les coordonnees d’un point, rapportees a trois axes 
reetangulaires. L’equation generale du second degre en .a?, j, ^ sera de 
la forme 

(, ) A.r--|- B V--4- C:--!- iEsx + 2Fxy + sGa; -l-aHj -t- al :: = K; 

et les equations d’une droite menee par le point (^, y], 1 ^), de inanidro 
qu’elle fasse, avec les demi-axes des coordonnees positives, les angles 
y., S, seront comprises dans la formule 

cos a cos (3 cosy 

De plus, si Ton fait, pour abreger, 

( 3 ) /• = fix — 1)-+ (7 — - 0 )- -h (- — S)S 

e’est-a-dire si Ton designe parr la distance des deux points (fi, rj, 'C)r 
(x, V, s), on tirera de la formule ( 2 ) 

(4) - — - — -s = - — -—±:r, 
cosot cosp cosy 

le double signe devant etre reduitau signe + ou au signe — , suivant 
que les angles a, y se rapporteront a la longueur r comp tee a partir 
du point (H, Y], ^), on a partir du point (x, y, z). On aura done, dans 
le premier cas, 

(5) ^"i-f-rcoSK, r = -fl-i-/-cos(3, J = ? + rcosy, 

et, dans le second, 

( 6 ) .37 = ' — rcosa, 7 = in — r cos(3, s = C — rcosy. 
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Concevons a present que la droite, etant prolongee a partir du point 
(^, 7], '(), de maniere a former avec les demi-axes des coordonnees 
positives les angles a, p, y, rencontre precisement la surface (i) au 
point {x, y, z). Les valeurs de x, y, z, donnees par les equations (5), 
verifieront la forinule (i). Done, si Ton pose 

s ~ A cosset -t- B cos’ (3 + C cos’y aD cos (3 cosy -i- aE cosy cosa -H aF cos a cosp, 
i ~ (A^4- Fn + EC -+- G) coscc -1- (F^ + B-o + DC-t- H) cos(3 h- (E^ -hl)-o -h OC 4- 1) cosy, 
w = A i;’ 4- B Y]’ H- CC^ "4" aD'oC 4- aEC^ 4- 2 F^'O 4" 4- ally) -+- alC, 

la distance ?• sera determinee en fonction des angles a, p,y et des coor- 
donnees I, ‘fjf'C par I’equation du second degre 

( 8 ) + u — K. 

Or, cette equation devant fournir, par bypothesc, unc valeur reelle et 
positive de r, on pent affirmer qu’elle admettra deux racines reelles, a 
moins que les angles a, p, y ne verifient la condition s = o ou 

j A cos’ a 4- B cos’ (3 -1- C cos’y 

( -f- aD cosP cosy 4- aE cosy cosa4- af’ cosacos(3 = o. 

Si cette condition n’est pas remplie, une seconde valeur reelle do /■, 
positive ou negative, satisfera encore a I’equation (8). En d’autres 
termes, une seconde valeur positive de rverifiera I’equation (8) ou la 
suivante 

( I o ) sr^ — a ir 4- « = K . 

Par consequent, la droite que nous avons deja consideree, et qui se 
trouve representee par les equations (5) ou par les equations (6), sui- 
vant qu’on la suppose prolongee dans un certain sens ou en sens con- 
traire, rencontrera de nouveau la surface (i). Si maintenant on fait 
co'incider le point (?, ■/], avec le milieu de la distance comprise entre 
les points d’intersection de la droite et de la surface, r sera la moitie 
de cette distance; et, comnie les fornnules (8), (lo) devront subsister 
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SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX 
simultanement, on en conclura 

(11) sr--\-u=:K 

tit 

( 12 ) 

II est bon d’observer que I’equation ( 12 ) pent s’ecrire sous Tune ou 
I’autre des deux formes suivantes : 



(.3) 


('4) 


( A ^ “h f "0 -f- E b C ) cos oc 

+ (Fi; -t- B'o h- B? + H) cos[3 + (E^ + Du + C? + 1) cosy = o, 
(Acosoc -H F cosp -i-Ecosy)? -t- (F cosa + B cos|3 + D cosy)u 
M- (E cosoc D cosj3 4 - Ccosy)?;H- G cosaH- H cos(3 -h I cosy = o. 


Cette equation etant du premier degre par rapport aux coordoiinees 
•/], 'C, il en rcsulte que le point (i, rj, '() decrira une surface plane, si la 
secante de la surface (i) devient mobile, raais de telle sorte que les 
angles a, (i, y demeurent constants. Ainsi, des cordes paralleles de la 
surface (i) ont toujours leurs milieux situes dans un seul plan que Ton 
peut appeler diametral, et qui se trouve represente par I’equation (i3) 
ou (i4)- Soient A, p., v les angles que forme la perpendiculaire a ce 
plan, prolonge dans un sens ou dans un autre, avec les demi-axes des 
coordonnecs positives. Les cosinus de ces angles etant necessairement 
proportionnels aux coefficients de v], ‘C dans I’equation (i4). on 
aura 

A cosa -t- F cos (3 + E cosy 
cosX " 

F cosg -4 B cos (3 4 - D cosy 

COSfl. 

E cosa D cos (3 4- C cosy 
cosv 



Do plus, les trois fractions que renferme la formule (i5), etant egales 
entre elles, seront egales au rapport 

(_A CO s a 4 F COS (3 +JE cosy ) cos ot 4- (Fcos «4-B cos fi+P cosy) cos (3 4- (E cosa4Dcos ^4 C co s y ) c < 

cosX coscx 4 cosp.cos[3 4 cosv cosy ^ . 
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(it, par consequent, a 

S 

COS o’ 

si Ton pose 

(i6) cos3= cosXcosa 4- cosp. cos^ -h cosv cosy, 

c’est-ii-dire si Ton designe par o I’un des deux angles que forme une 
des cordes paralleles avec la perpendiculaire au plan diametral qui 
passe par leurs milieux. On aura done encore 

A cosa 4 - F cos (3 h-E cosy 
cosl 

F cos g -4^ B cos (3 D cosy 

COSfJt. 

E cos g H- P cos p -h C cosy s 

cosv cos^ 



et, par suite, I’equation du plan diametral ou I’^uation (i4) poiirra 
etre reduite a 

(18) s(^cosl 4 -'fl cos|Jt.4- ? cosv) 4- (G cosa 4- Hcos(3 4 - 1 cosy) cos5 = o. 

Lorsque les cordes de la surface (i) deviennent paralleles a I’un des 
axes coordonnes, I’une des trois quantites cos a, cos^, cosy se reduit 
ail, les deux autres s’evanouissent, et I’equation (i3) du plan dia- 
metral prend une des trois formes 

(19) A^4-Fv]4-ES4-G = o, 

^20) F ^ 4 - B Y) 4 - D ? 4- H — o, 

(2,) E^ 4 -Dyi 4 -C? 4- 1=0. 

Ces trois derniercs equations representent done les trois plans diame- 
traux qui passent par les milieux des cordes paralleles aux axes des 
j et 5 . Lorsque ces trois plans se coupent en un meme point, ou sui- 
vant une m6me droite, les coordonnees de ce point ou de cette droite 
verifient 6videmment la formule (i3), quelles que soient d ailleurs les 
valeurs attribuees aux angles a, p, y. Done tons les plans diametraux 
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passent alors par ce point on cette droite, qui est le centre ou le lieu 
des centres de la surface (i). 

Pour qu’un plan diametral coupe a angles droits les cordes paralleles 
(lonl il renferme les milieux, ou, en d’autres termes, pour qu’un plan 
diametral divise la surface (i) en deux parties symetriques, etdevienne 
ce qu’on nomme un plan principal A& cette surface, il est necessaire et 
il suffit que les cosinus des angles pi, v soient proportionnels aux 
cosinus des angles a, y, c’est-a-dire que Ton ait 

, , cosX cosw. cosv 

(32) = 3 = 

' ' cosa cosp cosy 

D’ailleurs, si Ton combine laformule (i 5 ) avec la premiere des equa- 
tions (7) et avec la suivante 

(28) cos^a -H cos^P -H cos^y = I, 

on en conclura 

A cosa -1- E cos (3 E cosy 
cosa 

F cosa -1- B cos |3 -1- D cosy 
cos (3 

E cosa -+- D cos (3 ■+■ C cosy 

cosy 



ou, ce qui revient au meme, 

/ (A — 5) cosa -hF cos (3 -h E cosy = o, 

(35) • F cosa -h (B — 5) cos( 3 -i-D cosy = 0, 

( E cosa-h B cos (3 (G — s)cosy=o. 

De plus, si I’on elimine cosa, cos j 3 , cosy entre les formules (20), on 
obtiendra une equation en s du troisienae degre, savoir 

(26) (A-s)(B-s) (C-s)-DHA-s) — EHB-s)-F^(C-s)-h2BEF=o. 

Enfin, si Ton pose, dans les formules (aS), 

(ay) cosa=jocosy, cos [3 = cosy. 
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dies deviendront 

/ (A — s)/) -4- Fy -H E — o, 

(28) < F_p-i-(B — j)^4-D = o, 

( E^ “}~ P ^ “H C — S o J 

et il est clair qu’a diaque racine reelle de I’equation (26) correspon- 
dront : d des valeurs reelles tinies ou infmies des variables/), deter- 
minees par les formules (28); 2° des valeurs reelles de cosa, cosp, 
cosy, determinees par les equations ( 23 ) et (27), ou, ce qui revient 
au meine, par Tune des deux formules 

cosa cos (3 cosy i 

cosa cos (3 COS7 1 

Par suite, si Ton nomme directions principales celles que prennent des 
droites menees par I’origine, ou par un point quelconque de I’espace, 
de maniere a former avec les demi-axes des coordonnees positives des 
angles a, p,y ('), ddermines par le systeme des equations (26), (28), 

(29) , chaque racine reelle de I’equation (26) fournira generalement 
une direction principale. Done il sera ddnontre qu’une droite menee 
par I’origine, ou par un point quelconque de I’espace, pent toujours 
prendre, relativemeut a la surface (i), trois directions principales, s’il 
est prouve que ^equation (26) a ses trois racines reelles. Or la realite 
de ces trois racines est evidente, dans le cas particulier oil les quan- 
tites E, Fs’evanouissent. Aldrs, en elfet, I’equation (26) se partage en 
deux autres, savoir 

(31) A — i = o 
et 

(32) (B— 5)(C — «)— D*=o, 

(1) Nous supposons ici, conform6ment aux conventions g6n6ralement adoptees, que 
chacun des angles a, p, y est positif et inferieur k iSo**. 


(29) 

( 3 0) 
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SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX 
qiie I’on verifie en prenant 
(33) s = A 


et 

(34) 


Bh-C 

2 



Done, si Ton fait 


(35) ,s''= 


B + C 

2 



B+C 

2 


-+* 



I’equation (26), dans le cas particulier dont il est question, aura pour 
racines les trois quantiles reelles A, s', s". D’autre part, si 1 on noinme 


S', S", s. 


les valeurs reelles qu’acquiert la fonction 

(36) S = (A — 5) (B— .9) (C— i)— D^(A— . 9 )— E®(B — .?) — FHC— 

quand on attribue successivement a la variable s les quatre valeurs 

(87) .9=— CC, s=s', .9 = , 9", .9=00, 

rangees, comme on le voit ici, par ordre de grandeur, on aura 


S' = — E^B — .9')— F''(C — 9 ')- 4 - 2 DEF ■ 

= aDEF - i(B - C) (E^- F^) - (E^ +- F^') ^ 1 )% 

S" = — E^B — s") — F 2 (C — s")-P 2 l)EF 

= 2 DEF -i(B - C) (E=- r=) H- (E^ + F^) y/ 

S„ = — 00; 


puis, en faisant, pour abreger. 
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et ayant egard a la formule 

(39) (E2-+-F2)=|^(^?^y+D^j=P2+Q5 (‘), 

on trouvera definitivement 

/ S_„=co>o, 

(40) S'=:P-v'P-+ Q^<0, S"=P+v/P'-l-0'>o, 

( S«.= — 00 < o. 

Done si, dans le premier membre de I’equation (26), on attribue suc- 
cessivement a la variable s les quatre valeurs — oc, s', /'>/ et -t- ao, 
on obtiendra quatre resultats alternativement positifa et negatifs. II est 
permis d’en conclure que I’equation (26) aura toujours trois racines 
reelles, la premiere inferieure a la limited, la deuxieme comprise entre 
s' et s", la troisieme superieure a la limite s". Dans le cas particulier 
que nous avons d’abord considere, les quantites P, Q et, par suite. S', 
S"s’evanouissent en memo temps que les quantites E, F; ainsi qu’on 
devait s’y attendee, puisque s', s" sont alors deux racines de I’equa- 
tion (26). Ajoutons que la conclusion generale a laquelle nous sommes 
parvenus subsisterait encore, si I’on designait par s', s", non plus les 
racines de I’equation (28), mais les valeurs reelles de s qui vmfient 
I’une des deux equations 

(41) {C-s)ik-s)-E^-o 
ou 

(42) (A-. 9 )(B-, 0 -F 2 = o; 

(1) Pour obtenir l’6quation (Sg), il suffit de combiner entre elles, par voio de multipli- 
cation, los deux formules imaginaires 

(F + E __ D 

= abEF — |(B-C)(E5-F2)-+-[(B — C)EF-4-D(E2-Fi)]v/^ =P + Q/^, 
(F-^Ev/^)“ -4-Dv/=Tj = P-Q/^. 
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c’est-a-dire, en d’autres termes, si Ton prenait 


(43) .s': 

ou bien 


C A 




■A\ = 


+ E\ s"= 


( 44 ) « 


,_A-hB 


vm 


+ 5 "--=: 


Ch- A 


A + B 


B-A\^ , 


+ ES 


V(^ 


-FC 


Cela pose, admettons que Ton ait calcule les trois valeurs de s' et les 
trois valeurs de s" fournies par les ^nations ( 35 ), ( 43 ) ot ( 44 )- On 
sera en droit d’affirmer que des trois racines reelles de I’equation (26) 
la premiere est inferieure a la plus petite des valeurs de s', la deuxienic 
superieure a la plus grande des valeurs de /, niais inferieure a la plus 
petite des valeurs de s", et la troisiemc superieure a la plus grande des 
valeurs de s". 

(]oncevons maintenant que Ton designe par 
(4a) ^ 1 , .?5, ^3 

les trois racines reelles de I’^uation (26), et par 
(46) oci, (3|, yi; otj, (3,, ya; a,, jSs, ys 

les valeurs correspondantes des angles a, [3, y tirees des formules (28) 
et (29). Chacune des equations ( 25 ) sera verifiee lorsqu’on attribuera 
aux variables s, a, p, y un quelconque des trois systemes de valeurs 
dont il s’agit. Par consequent la premiere de ces equations donnera 


( A — .V,) cosce, -H F cos Pi 4 - E cosyi = o 
et 

(A — 5.2)cosa5 + Fcosp,4-Ecosy2 = o; 
puis on en conclura, en eliminant la quantite A, 

I (^2— Si)cos«, cosaj-4-F(cosPiCosaj — cosoi, COSP2) 

( -4 E(cosyi cos«2 — cosa, cosyj ) = 0. 

En raisonnant de meme, on tirera de la deuxibme des equations ( 25 ) 

(^2— 5i)cospi cosPj-i-D(cosyi cosPj — cosPi cosys) 

+ E(cosai COSP 2 — cospiGosa2) = o, 


( 48 ) 
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ct de la troisieme 

( ('fa — •?i) cosyi cosya-h E(cosai cosys — cosyi c.os eta) 

( -t- D(cos|3, cosya— cosy, COS^a) = 0 - 

Enfin, si Ton ajoute, membre a membre, les formulas (47)> (48)» (49)> 
on trouvera 

(Sa— 5i) (COSKI cosoca-h cos(3i cos(3a+ cosyi cosy,) =o 


et, par suite, 

(5o) cosa, cosa2+ cos( 3 i cos^aH- cosy, cosy2= o, 

pourvu que les racines 5 ,, s., ne deviennent point egales entre elles. 

On trouvera de meme, en supposant inegales les racines 5 ,, 53 , 

♦ 

( f) I ) cos ai cos as -+- cos pi cos P3 -+- cosyi cosya = o 

et, en supposant inegales les racines S;,, 


(52) cosaa cos aaH- COS Pa cosPs-l- cosya cosys — o. 

D’ailleurs, les premiers membres des formules (5o), (5i), (Sa) expri- 
meront evidemment les cosinus des angles compris entre les trois 
directions principales. Done, puisque ces cosinus se reduiront a zero, 
les directions principales seront celles de trois droites perpendicu- 
laires Tune a I’autre. Ajoutons que chacune de ces droites, si elle 
passe par Forigine, sera repr^sentee par les equations comprises dans 

la formule 


(53) 


^ _ y — 

cosa cosp cosy 


les valeurs de a, p, y etant tirees des formules (aS) et (a 6 ); ou, ce qui 
revient au m^me, par les trois equations 

(A — •4" Fjk - f- E ^ “ o, 

4” By ■+■ (C 0, 
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la valeur de s 4 tant Tune de cedes que nous avons designees par 

Dans ce qui precede, nous avons admis que les'trois racines s,, s.^, 
^3 etaient inegales. Si deux de ces racines, par exemple les deux plus 
petites, devenaient egales entre elles, elles coincideraient necessaire- 
ment avec les valeurs de s' tirees des formules ( 35 ), ( 43 ) et ( 44 )> Au 
contraire, si les deux racines egales surpassaient la troisieme, elles 
coincideraient avec les valeurs de s" tirees des memes formules. Done 
chacune des racines egales sera toujours une valeur de s propre a 
verifier simultanement les equations (26), (da), (4i). (42), et par 
consequent la formule 

(55) (A-s)(B — s)(C — s) = D=‘(A-5) = E’-(B-s)=FHC-i) = l)EF. 

On aura done, pour cette valeur de s, 


(56) 



B-« = 


FD 
E ’ 


C-^ 





d’oii Ton peut conclure que les trois equations (28) seront reduites a 
la seule equation 

(57) EFj[> + FD^ + DE=:o, 
et les trois equations ( 54 ) a la seule equation 

(58) EFa;-i-FDj + DE.5=:o. 

II sera done permis d’attribuer aux variables p, q I’un quelconque des 
systemes de valeurs propres a verifier la formule (Sy). Par suite, les 
valeurs de cosa, cos^, cosy, donnees par la formule (29), ne seront 
pas completement determinees; et les deux directions principales, 
correspondanles aux deux racines egales de I’equation (26), seront 
celles de deux droites menees arbitrairement par I’origine dans le plan 
que represente I’equation ( 58 ). Or il est evident qu’on pourra choisir 
encore ces directions de maniere qu’elles soient perpendiculaires entre 
elles. Quant a la troisieme racine de I’equation (26), elle continuera 
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(le fournir une direction principale perpendiculaire aux deux autres, 
et par consequent au plan represente par i’equation (58). 

Si, dans le cas que nous venons d’examiner, on designe par <; la 
valeur commune des deux racines egales de I’equation (26), on aura, 
en vertu des formules (56), 


(59) 



FD _ „ PE 


Par consequent, les coefficients A, B, C, D, E, F verifieront les deux 
equations de condition comprises dans la formula 


(60) 


EF 

P 




FD _ ^ PE 


Reciproquement, lorsque ces deux equations sont verifiees, on peut 
affirmcr que I’equation (26) a au moins deux racines egales entre 
elles. En effet, si Ton designe alors par <; la valeur commune des trois 
membres de la formule (60), on trquvcra . 


(61) 


A = S 4- 


EF 
P ’ 



FD 
E ’ 


DE 


et la substitution des valeurs precedentes de A, B, C dans I’equa- 
tion (26) reduira cette equation a la forme 


(62) 


(s— • s)MS — ■5+- 


EF 

P 


FP 

E 



S’il y avait egalite entre les trois racines de I’equation (26), clia- 
cune d’elles co'inciderait necessairement avec les trois valeurs de s' et 
les trois valeurs de s", determinees par les formules (35), (43) et (44). 
Done alors les radicaux renfermes dans ces formules s’evanouiraient, 
et les coefficients A, B, C, D, E, F verifieraient les trois conditions 


(63) 



o, 



A-B 


' -+• F*‘= o, 


ou, ce qui revient au meme, les cinq Equations de condition comprises 
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dans les deux formules 

(64) A = B=C, D=E=rF = o. 

De plus, en designant par ? la valeur unique de s a laquelle se redui- 
raient les trois racines egales de I’^uation (26), on trouverait 

(65) s = A = B = C. 

Enfin, il est clair que, en vertu de cette valeur et des conditions ( 64 )» 
les equations (2S) et ( 54 ) deviendraient identiques. Done les valeurs 
de p, q, propres a verifier les equations (28), deviendraient comple- 
tement indeterminees; et les trois directions principals, correspon- 
dantes aux trois racines egales de I’equation (26), seraient celles de 
trois droites tnenees arbitrairement par I’origine, ou par un point quel- 
conque de I’espace. On pourrait, d’ailleurs, choisir encore ces direc- 
tions de inaniere qu’elles fussent perpendiculaires entre elles. Ajou- 
tons que, dans le cas ou les conditions (64) sont reinplies, les trois 
racines de I’equation (26) sont toujours egales, puisque cette equa- 
tion se reduit alors a la forme 

(66) (5 — A)®=o. 

Los deux cas que nous venons d’examiner, e’est-a-dire ceux qui se 
rapportent a I’egalite de deux ou trois racines de I’equation (26), sont 
evidemnient les seuls qui fournissent, pour les quantites p et q, des 
valeurs indeterminees. En effet, pour que cette circonstance arrive, il 
est necessaire que les trois equations (28), qui s’accordent toujours 
entre elles en vertu de la formule (26), se reduisent k une seule et 
meme equation ou deviennent toutes identiques. Or les trois equa- 
tions (28) ne peuvent pas se reduire a une seule, a moins que les six 
quantit§s . 

(67) A — 5 , B — s, C — 5 , D, E, F 
ne verifient la condition 

(68) A- 5 ;F;E:: F:B- 5 :D:;E:D:C-^, 
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et, par consequent, les deux formules 

A — F E F_B — D 

F ““B-i — D’ E" D “C-i’ 

qui peuvent etre remplacees par les equations ( 56 ), et qui entrainent 
la formule (6o) avec I’egalite de deux des racines s,, s,, 5 ;,. De plus; 
les trois equations (28) ne peuvent devenir identiques que clans le cas 
oil les quantiles (67) s’evanouissent, et, par consequent, dans le cas 011 
les conditions (64), etantverifiees, entrainent I’egalite des trois racines 
dont il s’agit. 

II resulte des considerations precedentes que, par I’origine ou par 
un point quelconque de I’espace, on peut toujours mener trois droites 
perpendiculaires entre elles, et dont les directions soient principales 
relativement a la surface (i). On voit, en outre, que ces droites seront 
completennent determinees, ou Tune deterininee et les deux autres 
indeterminees, raais comprises dans un plan donne, ou toutes les 
trois indeterminees, suivant que I’equation (26) offrira trois racines 
inegales, ou une racine simple et deux racines egales, ou enfm trois 
racines egales. 

Supposons tnaintenant que Ton coupe la surface (i) par une droite 
dont la direction coincide avec Tune des directions principales, et 
soient y], ( les coordonnees d’un point situe sur la meme droite. Les 
coordonnees variables a?, j, s de cette droite verifieront la formule (2), 
pourvu que Ton attribue aux angles a, p, y les valeurs correspondantes 
a la direction principale dont il s’agit. Soit d’ailleurs r la distance com- 
prise entre les points (^, y], i^) et (a;,y, s). Comme les coordonnees x, 
y, z du point oil la droite rencontrera la surface! satisferont en meme 
temps a I’equation (i) et aux formules ( 5 ) ou (6), la valeur de r, cor- 
respondante a ce point, sera fixee par Tune des equations (8), (10), 
les valeurs de s, t, u etant determinees, a I’ordinaire, par les for- 
mules (7), dontla seconde, combinee avec la formule (a4), donnera 

(69) r=:i(|cos«-t- Y) cosp -4-Scosy) -t- G cos« -i-H cos (3 4 - 1 cosy. 

Done, puisque les racines de I’equation (10) sent egales, abstraction 
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faite des signes, aux racines de I’equation (8), cliacune de ces ^ua- 
tions fournira toujours, dans I’hypotliese adniise, une valeur reelle de 
la variable r. On est en droit d’en conclure que les deux equations 
reiinies offriront quatre racines reelles, satoir deux racines positives 
et deux racines negatives, a moins que les valours attribuees aux 
angles a, | 3 , y ne verifient la condition 

(70) s = o, 

c’est-a-dire laformule (9). Done, si Ton excepte le cas particulier oii 
cette condition serait satisfaite, la droite que Ton considere, prolongee 
dans un seul sens, ou d’abord dans un sens et ensuite en sens contraire, 
rencontrera la surface (i) en deux points determines de position sur 
cette droite. On doit toutefois observer que ces deux points cesseraient 
d’etre distincts, si les deux racines positives appartenaient a une seule 
des equations (8), (10), et devenaient egales entre elles. Or, e’est ce 
qui arriverait effectivement, si la droite et la surface devenaient tan- 
gentes Tune a I’autre. ■ 

Lorsque les angles a, y, correspondants a une direction princi- 
pale, ne verifient pas la condition (9) ou (70), et que Ton fait coin- 
cider le point V], ‘C) avec le milieu d’une corde ou secante parallele 
a cette direction, les equations (8) et (ro) sent necessairement veri- 
tiees par une meme valeur positive de r qui represente la moitie de la 
corde dont il s’agit. Par suite, cette valeur de rsatisfait encore a la for- 
inule (ii), et les coordonnees -q, du milieu de la corde verifient 
I’equation (12), qui, en vertu de la formule'(69), pent etre rkluite a 

(7O cosa -h Y) cos [3 -h ^ cosy) -4- R cosa -i-Hcos[3 1 cosy = o. 

Si la secante se changeait en une tangente a la surface (i), les deux 
extremites de la corde et son milieu coincideraient avec le point de 
contact; tandis que la distance r, reduite a zero, representerait la 
valeur commune des racines devenues egales de I’equation (8) ou de 
1 equation (10). Done alors les coordonnees (^, yj, du point de con- 
tact verifieraient, non seulement la formule (71), mais encore la for- 
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mule (ii) reduite a 
(7^0 


;K. 


Reraarquons, d’ailleurs, que Tequation (72), qu’on peut ecrire conime 
il suit 

(78) A^^+ 2Dy)^ + 2EC^ 4- 2F|-n + 26$ + 2 Hy] 4- 2!? = K, 

exprime simplement que le point (^, yj, ‘C) est situe sur la surface (i). 
Quant a I’equation (71), elle est evidemment celle d’un plan perpen- 
diculaire a la direction principale que Ton considere; et, d’apres ce 
qu’on vient de dire, ce plan devra renfermer les milieux ou les points 
de contact des cordes et des tangentes paralleles a cette direction. 
Done ce plan divisera la surface en deux parties symetriques, et sera 
toujours ce qu’on nomme un plan principal. 

Lorsque les angles a, y, correspondants a une direction princi- 
palo, satisfont a la formule (9) ou (70), la valeur nulle de « est une 
racine de I’equation (26), et par consequent les coefficients A, B, C, 
1 ), K, F verifient la condition 

(74) ABC — AD® — BE®— CF’- 4- 2 DEE = 0. 

En memo temps, la valeur de /, donnee par la formule (69), se reduit a 

(75) Gcosa4-Hcosp4-Icosy, 

et les equations (8), (10) deviennentrespectivement 


(76) 

(77) 


^tr 
%tr 


U : 


K, 

:K. 


Alors, si la valeur de t ne s’evanouit pas, une droite menee par un point 
quelconque parallfelement a la direction principale que I’on 

considfere, coupera la surface (1) a une distance r du point (i, v], 
repr^sentee par la racine positive de r6quation (76) ou de 1 equa- 
tion (77). Mais il n’y aura qu’un seul point commun a la droite et a 
la surface; et, comme on ne pourra plus choisir y), 'C de maniere a 
verifier l’6quation (71), dont le premier membre sera precisement egal 

4 


OEuvres de C. — S. n,t. 
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a i, on verra disparaitre le plan principal que reprcscntait cettfi ituniu' 
equation. Au contraire, si f s’evanouit, c’est-a-dire si les vali'ui's do a. 
3 , Y verilient la condition 

'78) Gcosa + HcosjS -t- Icosy — o, 

les equations (76) et (77) se reduiront a la formulc (72) ou (73); 
ot, comme cette formule se trouvera satisfaite, quel (fuc soil, r, ou no 
pourra I’etre, suivant que le point v], i^) sera ou ne sera pas coinpris 
dans la surface (i), il est clair que chaque droite, menee parallelemonl 
a la direction principale, sera situee tout entierc sur cette surfact*, 
ou n’aura aucun point commun avec elle. Done alors requation (1) 
representera une surface cylindrique, dont les generatrices, prolon- 
gees dans un certain sens, formeront avec les domi-axes des coor- 
donnees positives les angles a, y. Or, dans co cas, tout plan p(‘r- 
pendiculaire a la direction principale divisera evidemment la surfaci' 
cylindrique en deux parties symetriques, et pourra, en consequence, 
etre considere comme un plan principal. II est d’aillcurs aise <le voir 
que les coordonnees d’un semblable plan satisferont a la formulc (71)’ 
attendu que cette formule deviendra identique, et sera verifiec indo- 
pendammentdes valeurs attribuees aux variables I, y], C 
Faisons maintenant, pour abreger, 

’79.) “ = Gcosa4-Hcos(3 + Icosy; 

5 et 2a> designeront ce que deviennent les deux polynomes du premier 

etdu second degre, dont la somme forme le premier membre de I’equa- 
tion (i), savoir, 

(80) Aj;2-}-Bj2^G32+2D/34-2Esa;+ et 2(0.2: + Hj + Li), 

quand on y remplace a?, y, z par cosa, cos§, cosy. Cela pos 6 , il r 4 sulte 
des observations precedentes que toute droite, qui offrira une direc- 
tion principale relativement a la surface (.), sera perpendiculairc a un 

plan principal, si la valeur correspondante de la quantite ^ veritie la 

condition 

(81) 
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pour sommets liuit points dont Tun au moins soit situe siir la sui’" 
face (i), et pour aretes des droites perpendiculaires aux plans dont i^ 
s’agit. Comme les huit sommets, consideres deux a deux, seront placet^ 
symetriquement par rapport a I’un de ces memes plans, ils appartien" 
dront tous a la surface (i); et les deux sommets opposes, qui formo" 
ront les extremites d’une diagonale, coincideront sur la surface avec Ic^^ 
deux extremites d’une corde dont le milieu sera precisement le centr* ’ 
du parallelepip'ede. Done, puisque I’un de ces points pourra etre in* 
point quelconque de la surface (i), celle-ci aura pour centre le poiu * 
d’intersection des trois plans principaux. 

Reciproquement on peutaffirmer que tout point qui sert de centi*<‘ 
a la surface (r) est en meme temps le point d’intersection d’un system « * 
ou d’une infinite de systemes d’axes principaux de la surface. C’est r** 
que Ton demontrera sans peine a I’aide des considerations suivantes’- 

Les plans diametrauxrepresentes par les equations (19), ( 20 ) et (3 t t 
se couperont en un point unique, si les plans paralleles inenes par 
I’origine, et representes par les formules 


(84) 

-l~ Fj'' H”” E ^ — Oy 

(85) • 

Fa; 4^ B j 4- .D ^ = o, 

(86) 

H-Bj 4 - = 0 , 


n’ont d’autres points communsque cette originememe; ou, en d’autrt*^ 
termes, si Ton ne peut satisfaire aux formules ( 84 ), ( 85 ), (86) (jui- 
par des valeurs nulles des coordonnees a?, y, s. Alors la surface ( r ^ 
aura iin centre unique,. et aucune des racines de I’equation (26) n»~ 
s’evanouira. Car, si une ou plusieurs de ces racines se reduisaient ; » 
zero, on pourrait trouver un systeme de valeurs ou une infinite de sy ^ 
temes de valeurs de a, p, y propres k verifier la formule (24), et {iijt * 
consequent les trois equations 

A cos a H- F cos |3 + E cosy = o, 

F cos a 4 - B cos (3 H- D cosy = o, 

E cos a 4 - D cos (3 4 - Ccosy 



(87) 
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lieu des centres de la surface cyliiidrique; 2° que le plan principal, 
perpendiculaire aux generatrices et par consequent a cette droite, 
pourra la couper en un point quelconque. Done, dans le cas que Ton 
considere, chacun des centres de la surface sera encore le point d’in- 
tersection d’un systeme ou d’une infinite de systemes de plans princi- 
paux rectangiilaires, et par suite d’un systeme ou d’une infinite de 
systemes d’axes principaux. 

Si les plans (19), (20), (21 ) se reduisaient a un seul, tons les points 
de celui-ci pourraient encore etre consideres comme des centres de la 
surface (i). Dans la meme hypothese, les equations (87), reduites a 
une seule, seraient verifiees par tons les systemes de valeurs de a, p, y 
qui exprimeraientdes angles compris entre les demi-axes des coordon- 
nees positives et Tune quelconque des droites paralleies au plan dont 
il s’agit. Done alors la surface (i) pourrait etre engendree, d’une infi- 
nite de manieres, par des droites paralleies a ce plan; et par conse- 
quent I’equation (r) ne pourrait representer qu’un plan ou un systeme 
de plans paralleies. On arriverait aux memes conclusions en observant 
que, dans I’hypothese admise, on aura necessairement 

(.bg) A:F:E;G:; F:B:]) :H::E;I):C:l, 


ou, ce qui revientau meme. 


(90) 

et par suite 

(91) 

(92) 


a f_e_g 

E“D-C~T’ 



B: 


FD 
E ’ 


DE 
F ’ 


I)Gr=EH = FI. 


Si Ton a egard a ces dernieres formules, et que Ton designe par L la 
valeur commune des trois produits DG, EH, FI, on trouvera 

«=n> “=r i=F’ 


( 93 ) 
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De plus, chacune de ces directions sera.perpendiculaire aunplan prin- 
cipal represente par 

(98) (s 5 + G) cosot -h (sY) -H- H) cos (3 -H (s? -H I) cosy =0. 

Or il est clair que cette derniere sera satisfaite, pour toutes les valeurs 
de a, y propres a verifier la formule (97), si Ton suppose 

, , 0 _ sY) 4 - H _ sC -H- 1 

^ 99 ; ’ 


ou, ce qui revient au meme, 

(100) D(s^ 4 -G) = E(sY)- 4 -H)=^r(sC 4 -I). 

Done les plans principaux relatifs anx directions principales dont il 
s’agit passeront tous par la droite dont les coordonnees q, C seront 
liees entre ellcs par les deux equations comprises dans la formule (100). 
D’ailleurs, si par le point (S, v], on mene a cette droite une perpen- 
diculaire qui forme avec les demi-axes des coordonnees positives les 
angles a, p, y, la perpendiculaire en question rencontrera ou ne ren- 
contrera pas la surface (i), suivant que la valeur de r, tiree de la for- 
mule (11), sci'areelle ou imaginaire; et, dans lepremiercas, la distance 
du point de rencontre au point (i, t], 'Q aura pour valeur 

( 101 ) 


Or cette valeur restant la meme, pour toutes les valeurs de a, p, y qui 
verifient fequation (97), il en resulte que, dans I’hypothese admise, 
la surface (i) sera une surface de revolution, engendree par un cercle 
mobile dont le plan sera toujours perpendiculaire k la droite (100), et 
dont le centre parcourra cette meme droite. 

On arriverait k la meme conclusion en observant que, dans le cas ou 
deux racines de Fequation (26) deviennent egales, leur valeur com- 
mune e verifie les formules (61), et qu’en consequence Fequation (i) 
peut toe presentee sous la forme 


(102) 


g (ic® -H - 4 - -2® ) -+- REF 



Z 

E 



4 - 2(j[CC 4- 2Hj 4 - 2I-S = K. 
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Ton considcro, sera necessairement une quantite afFectee du meme 
siguc quo la difference K — u\ et la distance ir, comprise entre les 
deux: points d’interscction de I’axe principal et de la surface, sera ce 
qu’oa uommo un axe reel de cette memo surface. Reciproquement, si 
rune, dcs racincs dc I’equation (26) est de meme signe que la diffe- 
rence K — u, la formulc (loi) fournira une valour de r; par conse- 
<(uent I’axe principal, mene par le centre et correspondant a cette 
racinc, coupera la surface (r) en deux points, situes des deux cotes du 
e.enf.re ct a la distance r. Cela pose, admettons d’abord que les racines 
de Tequation (26) soient inegales. Dans ce cas, la surface (i) auraun 
axe re(d, ou deux axes reels, ou trois axes reels, suivant que I’equa- 
tion (t) otfrira line, deux, ou trois racines affectees du meme signe 
qvui la difference K — u. S’il arrive, au contraire, que deux racines de 
requation (i) deviennent egales, et si I’on suppose en outre que leur 
valour commune soit une quantite affectee du meme signe que la dif- 
ference K — u, alors la surface (i) sera de revolution autour de I’axe 
principal que fournira la troisieme racine, etleplan mene par le centre 
perpcndiculaircment a cet axe coupera la surface suivant un cercle 
dont cliaquo diametre pourra etre considere comme un axe reel. Enfm, 
si les trois racincs de I’equation (26) sont egales et affectees du meme 
sigiKi que la differ’cnceK — u, la surface (i)deviendra une sphere dont 
c.haquc diametre sera un axe reel. 

Si I’une dcs racines de I’equation (26) etait nulle, la surface (i) 
n’aurait plus de centre quo dans le cas ou Ton aurait en meme temps 
CO = 0; ct, dans ce dernier cas, elle se reduirait a une surface cylin- 
driquo (mir la p. 26). Alors aussi, en posant ^ = o dans I’equa- 
tion(ioi), on en tirerait /■ = 00, ce qu’il Mait facile de prevoir. 

En terminant cet Article, nous remarquerons que, dans I’equa- 
tion (t), les coefficients D, E, F s’evanouissent toutes les fois que les 
axes coordonnes sont parallfeles a trois directions prineipales, et les 
coefficients G, H, I, toutes les fois que Forigine est un centre de la sur- 
face. En effet, si I’axe des x est parallble a une direction pfincipale, on 
verifiera necessairement les equations (aS) en prenant pour ^ une cer- 
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sans etablir entre G et s^ aucune relation, la clroite representee par les 
equations ( 6 ) pourra se mouvoir de maniere a remplir successivement 
tout I’espace. Mais, si Ton suppose e, = ©(3), les equations (G), 
reduites a 

(7) .ajcosP — j'COsa = Q, xcosy — scosa = 'y(B), 

representeront la generatrice d’une surface cylindrique, et cette sur- 
face, representee elle-meme par Tequation 

( 8 ) • ajcosy — 5 cos oc = 0(0; cos ( 3 — ycosa), 

aura une forme et une position dependantes de la fonction (c>. 

On pourrait encore pi'esenter I’equation fmie d’une surface cylin- 
drique sous une autre forme que nous aliens indiquer. 

Pour qu’une droite mobile reste parallele a elle-meme, il suffit qu’elle 
soit la ligne d’intersection de deux plans mobiles qui demeurent res- 
pectivement paralleles a deux plans donnes. Or les equations de ces 
plans mobiles seront de la forme 

( 9 ) (Z^ "4“ c z ^ y A ^ B y -f- C z zzz 3 j ^ 

a, h, c. A, B, C designant des constantes determinees, et e, s, dos 
constantes arbitraires. Done les equations de la generatrice d’une sur- 
face cylindrique pourront s’eerire comme il suit : 

(10) ax->rby+cs=Q, Aa; 4 - B/ -+• Cs = 9 (S). 

Si Ton elimine a entre ces dernieres, on tirera 

(11) Kx Cz ■=(^{ax + by + cz). 

Il est aise d’en conclure que, pour obtenir I’equation fmie d’une sur- 
face cylindrique, il suffit d’etablir une relation quelconque entre deux 
fonctions lineaires des variables x, y, z. Dans le cas oil Ton reduit 
ces fonctions lineaires aux premiers membres des formules ( 7 ), la for- 
mule (ii) se trouve remplaeee par I’equation ( 8 ). 

Deuxieme exemple. — Concevons que Ton demande I’equation gene- 
rale en termes finis d’une surface conique, e’est-a-dire, d’une surface 
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engendree par une droite mobile qui passe constamment par un point 
donne. Si Ton nomme x^, les coordonnees de ce point, ou, en 

d’autres tcrmcs, les coordonnees du sommet de la surface conique, 
eta, (3, y les angles formes par la generatrice avec les demi-axes des 
coordonnees positives, cette generatrice sera representee par les equa- 
tions (5), desquellcs on tirera 

y — yg _ cosp z — z^ _ cosy 

m — Xo cosa’ X — Xf, cos«’ 

ou, CO qui revient au meme. 


(la) 


.r — .Vo _ o 



= 9(3), 


3 et cp(3) designantles valours arbitraires des rapports — 

Tn / o cosa cosa 

que Ton suppose lices entre dies de telle sorte que Tune se deduise de 

Tautre. Si maintenant on elimine 3 entre les equations ( 12 ), celle 

qu’on obtiendra, savoir 


(.3) 


x — Xo ‘ \x — XoJ 


ou 

(l4) z — z^={x — x^)<f(^'^_'^^, 


representcra une surface conique dont la forme et la position varieront 
avec la nature de la fonction (p. II est bon d’observer que la valeur de 
5 — So. fournie par I’equation (i4), est precisement celle qu’on dder- 
mine en dgalant k zero une fonction homogene quelconque des trois 
differences 

x — x„, y — fo, .s — So- 


D’ailleurs, si I’on prend pour sommet de la surface conique 1 origine 
des coordonnees, ces trois differences se reduiront aux variables x, 
y, s. Done, pour obtenir I’equation d’une surface conique dont le 
sommet coincide avec I’origine, il suffit d’egaler a zero une fonction 
homogene quelconque de x, y ets. 
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TroisiSme exemple. — Goncevons que Ton demande [’equation fiiiii 
d’une surface conoide, engendree par une droite mobile qui passe coti 
stamment par un axe donne, en demeurant perpendiculaire a cet axe 
Si I’axe dont il s’agit coincide avec I’axe des s, les deux equations d* 
la fi-eneratrice seront evidemment de la forme 

(ID) . ^=-3, - = 9(3); 

et, par suite, Tequation finic de la surface conoide sera 

(, 6 ) ^ = 

en sorte que rordonnee de la surface sc trouvera exprimee par un 
fonction homogene de x ety, d’un degre mil. 

Supposons maintenant que Taxe de la surface conoide coincide ai.* 
une droite menee par un point donne (ajo, de maniere aforim r 

avec les demi-axes des coordonnees positives, des angles donnes a, fi , ; 
La generatrice do la surface pourra etre consideree comme produite pa 
I’intcrsection do deux plans mobiles dont I’un passerait constamnu'ii 
par I’axe de la surface, tandis que Fautre serait perpendiculaire ii * j 
axe. Or, si Ton nomme L, M, N les angles compris entre la perpend, 
culaire au premier plan et les demi-axes des coordonnees positiv»'« 
cos angles verifieront evidemment la condition 

(17) cos a cos L -f- cos P cos M 4- cosy cos N = o, 

et I’equation du premier plan sera de la forme 

(i 8 -) (x — iTo) cosL 4- (/ — Jo) cosM 4- (5 — So) cosN — 0. 

On trouvera par suite 

cosL cosM 

(7 ~yo) cosy — •(« — So) cosp (s — So) cosa — (x — Xo) cosy 

cosN 

(x — Xo) cos (3 — (7 — /o) cosa' 
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Supposons maintenant que I’axe de revolution coincide avcc unc 
droite menee par un point donne (a?,,, Cd), de maniere a former, 
avec les demi-axes des coordonnees positives, des angles donnes a, 
p, y. Le cercle generateur sera evidemment la courbe d’intersectioii 
d’une sphere qui aura pour centre le point (ajjjjpo, et d’un plan 
perpendiculaire a I’axe de revolution. Done les equations du cercle 
generateur seront de la forme 

l i»cosa + rcosS-l-3COSy = S, 

( (x — {y — /o)'+(= — “o)^ — ?(®)> 

etl’equation finie de la surface de revolution sera 

(27) (y — (s — So)-=: 9(a;cosa -H jeosjS -h 5 cosy). 

Si Ton suppose, dans cette derniere, « = ^5 P = Y — ^‘0 = 

Jo — 0, So = o, on obtiendra la suivante 

de laquelle on tirera une valeur de s semblable a celle que presente la 
formule (20). 

On pourrait generaliser encore les principes etablis au commence- 
ment de ce paragraphe, et faire mouvoir dans I’espace les lignes t('l- 
lement choisies que la construction des surfaces engendrees par le 
mouvement de ces lignes dependit de plusieurs fonctions arbitraires. 
Considerons, en effet, une ligne droite ou courbe dont les equations 
soient 

08 ) ©,e„e 5 ,S 3 , ...) = 0j F(a;, 7 ,s,e,©„e 3 , ©3, . . .) = o, 

et renferment, avec les variables x, y, s, plusieurs paramhtres ou con- 
stantes arbitraires ©, ©,, ©2, ©3, — Si Ton attribue successivement a 
ces constantes une infinite de valeurs arbitrairement choisies, la ligne 
en question changera de position, souvent meme de forme, sans decrir»‘ 
aucune surface determinee. Mais, si Ton etablit, entre les constantes e. 
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e,, 02 , 83 , , des relations telles que, lavaleurdeTuneetant donnee, 
les valeurs de toutes les autres s’en deduisent, si Ton suppose, par 
exemple, 

(29) e.= 9(S), e,=x{B), Q,= ^{e), 

f(o), x(®)’ ^(®) designant des fonctions de la constantee, les equa- 
tions (i), reduites aux deux suivantes 

( f[^,j,3,e,9(a),x(3),^(e), ...] = o, 

(30) 

! F[^,/,^:,©,9(e),x(3),^(e), ...] = o, 

representeront une ligne dont la forme et la position seront complete- 
ment determinees pour cliaque valeur particuliere de la constante 8 . 
Done, si Ton attribue successivement a cette constante une infinite 
de valeurs, la ligne en question se mouvra de maniere a engendrer 
une certaine surface. Or, la forme et la position de cette surface 
dependront evidemment de la nature des fonctions f(©), x(3), 
tp(©), ..., que Ton peut choisir arbitrairement. Ajoutons que, pour 
obtenir I’equation de la surface, il suffira d’eliminer s entre les equa- 
tions ( 3 o), mais qu’on ne pourra, en general, effectuer cette elimi- 
nation qu’aprbs avoir remplace les fonctions arbitraires 9 ( 8 ), x(®)» 
41 ( 8 ), . . . par des fonctions determinees de la constante ©. 

II est bon d’observer que, dans les equations (3o), on pourrait faire 
dependre les unes des autres plusieurs des fonctions ^(e), x(^)’ 

<p(e), . . . , et prendre, par exemple, pour (p( 8 ), x(®)> H®) 

derivees de la function <p(3). Ainsi, pour fixer les idees, on pourrait 
supposer 


I II. — liquations aux differences partielles des surfaces engendries 
par le mouvement des lignes. 

Considerons d’abord la surface engendree par le mouvement de la 
ligne droite ou courbe que representent les equations (3) du § I. Si 
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hh 

I’on nomme p etq les valeurs des derivees partielles 

^ ^ 

dx dy 

que fournit Tequation de la surface, dans le cas oil Ton regarde a:, y 
comme variables independantes, et z comme une fonction de ces deux 
variables, on aura 

(t) dz—pdx-hgdy; 

et cette derniere equation sera toujours satisfaite, quand les coordon- 
nees x, y, z varieront de maniere que le point (^r, j, s) decrive uiu' 
courbe comprise dans la surface dont il s’agit. Or, si la courbe en ques- 
tion se confond avec la generatrice de la surface, elle aura pour equa- 
tions finies les formules (3) du § I. Par suite, les differentielles des 
coordonnees de la courbe verifieront les formules 


( 2 ) 




dx -j- ^dy 



div 

dec 


dec -f- 


div 


dy 


dw 

~dl 


dz=zq; 


et comme, en faisant, pour abreger, 

dc dw 
dy dz dz dy * 

dv dp dw 

dz dx dx dz ’ 

dp dpp dp dw 

dx dy dy dx^ 

on tirera des equations ( 2 ) 

dec dy dz 

(4) _ = ^ = 



on con dura definitivement de Pequation (i) combinee avec la for- 
mule (4) 

(5) P/j + Q^ = R. 

Telle est Pequation aux differences partielles de toutes les surfaces 
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qae peut representer I’equation (4) du § I. Cette equation aux difle- 
rences partielles ne renferme plus la fonction arbitraire indiquee par 
la lettre tp, mais seulement les derivees partielles de z, savoir, p et q, 
avec les quantites P, Q, R, qui sont des fonctions determinees des 
variables x, y, z. Au reste, on pourrait deduire directement I’^ua- 
tion (5) de la formule (4) du § I. En effet, pour y parvenir, il suffirait 
de differentier cette derniere formule : en regardant a? etz comme 
seules variables; 2 “ en regardant j et s comme seules variables, puis 
d’eliminer la fonction derivee les nouvelles equations ainsi 

obtenues. Ajoutons que Ton pourrait encore etablir I’equation (5), en 
considerant un point quelconque (x,y,z) de la surface dont il s’agit 
et observant que, si Ton mene par ce point une normale a la surface et 
une tangente a la generatrice, ces deux droites seront perpendiculaires 
Pune a I’autre. En effet, les cosinus des angles formes avec les demi- 
axes des coordonnees positives par la normale et la tangente en ques- 
tion seront proportionnels d’une part aux quantites 

(6) P> -I. 

de I’autre aux valeurs do dx, dy, dz tirees des equations ( 4 ), et, par 
consequent, aux quantites 

(7) P> Q- R- 

Done, puisque Ic cosinus de Tangle compris entre les deux droites 
devra s’evanouir, la somme des produits qu’on obtient en multipliant 
deux k deux les quantites ( 6 ) par les quantites ( 7 ), savoir, 

P/j-hQ^ — R, 

devra se rdduire' k zero. En d’autres termes, la formule (5) devra etre 
verifide. 

Premier exemple. — Concevons que Ton demande Tequation aux dif- 
ferences partielles d’une surface cylindrique. Si Ton nomme a, j3, y 
les angles formas par la gen eratriee avec les demi-axes des coordon- 
nees positives, cette generdtrice pourra etre representee par la for- 
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mule i 5 ) du § I, de laquelle on tirera 

dx dy dz 

cos a cosj3 “ cosy 


*,tr on conclura de la formule (8), substituee a la formule (4) ct com- 
ftinee avec i equation (i), 

i a ) cosy = p cos a H- ^ cos (3. 

Telie est Tequation aux differences partielles des surfaces cylindriques. 
Pour Tetablir directement, il suffirait d’ exprimer quo la normals 
menee par un point quelconque d’une surface cylindrique forme uii 
angle droit avec Tune quelconque des generatrices de la surface. 

Deuxieme exemple. — Concevons que Ton demande I’equation aux 
differences partielles d’une surface conique. Si Ton nomme yo» -o 
les coordonnees du sommet, la generatrice pourra etre representee par 
la fuj-mule (5) du § I, de laquelle on deduira encore la formule (8), et 
par consequent la suivante 


dx dy dz 


Or on conclura de la formule (lo), substituee a la formule (4) et com- 
binee avec lequation (i), 

^-^o=Pi^-X,)-^q{y-y,). 


Tclk est I ^uation aux differences partielles des surfaces coniques. 
Pour letabhr directement, il suffit d’exprimer que le plan tangent a 
une surface conique passe toujours par le sommet. En effet, si I’on 
namam ^ I les coordonnees courantes du plan tangent mene ii la 
>urface par le point (x,y,s), on aura 


K — p(x—^) -i-qiy—n); 


S! ce plan doit renfermer constamment le point (x„ y, 
torn ! la; entramera evidemment la formule (i i). 


S(,), I’equa 
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Dans le cas particulier oil le sommet de la surface conique coincide 
avec I’origine des coordonnees, la formule (ii) se reduit a 


(i3) 


- -i- qy- 


Cette derniere equation est celle que fournit le theoremc des fonctions 
homogenes dans le cas ou I’on suppose que la fonction des variables x, 
y, designee par est homogene et du premier degre. 


Troisieme exemple. — Concevons que Ton demande I’equation aux 
differences partielles d’une surface conoide. Si cette surface a pour axe 
I’axe des z, la generatrice sera representee par les equations (r5) du 
§ I, desquelles on tirera 


(i4) 


dx dy 

X ~ y" 


Or on conclura de ces dernieres, substituees a la formule (4) ct com- 
binees avec I’equation (i), 

(i5) px -yqy=o. 


Cette equation aux differences partielles de la surface conoide est pre- 
cisement celle que fournit le theoreme des fonctions homogenes, quand 
on suppose I’ordonnee z equivalente a une fonction des variables x, y, 
homogene et d’un degre nul. On pourrait encore etablir cette memo 
equation en observant que, si par le point {x,y, z) on mfene un plan 
tangent a la surface conoide, il renfermera la generatrice tout entiere 
et, par consequent, le point d’intersection de la generatrice avec I’axe, 
c’est-a-dire, le point qui, sur cet axe, correspond k Tordonnee s. En 
effet, si, dans I’equation (la), on pose 

^ — O, Y] “ 0, C Zy 


on se trouvera precisement ramene a la formule (i5). 

Supposons maintenant que I’axe de la surface conoide coincide avec 
une droite menee par le point (x„,y^,Zo), de manibre a former, avec 
les demi-axes des coordonnbes positives, les angles a, p, y. La genbra- 
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trice pourra etre representee par les formules (21) et(i.8) du § I, des- 

quelles on tirera 

(16) cosai^^ -t- cos p -t- cosy ds = o 

et 

(17) cosLrf^ -f- cosMcily + cosN rfs = 0. 

Si, d’ailleurs, on combine Tequation (17) avec la formule (19) du § I, 
on trouvera 

( [(j-7o)cosy — — so)cos( 3 ]c?« 

(18) I -!-[(•= — -0) cosa — (a: — x^) cosy] dy 

( -h [(a; — a;,)) cosj 3 — (/ — /o) COSa] = o. 

Or on conclura des equations (16) et (18), substituees a la for- 
mule (4) et combinees avec I’equation (i) : 1° en eliminant la diffe- 
rentielle ds. 


(19) (cos« -+-/1 cosy) dx ■+- (cos(3 -t- q cosy) dy = o 


et 

^ i j(j' — 7o)cosy — (;5 — ao)cosj3-hy>[(a; — a;o)cosi8 — (7— Jo)cos«] jrfir 

I -+- { (s — So ) cos (z — {x — Xo) cosy -^q\_[x — x^) cos [3 — (7 —70) cos a] j dy=- 
2 “ en eliminant les difFerentielles dx et dy, 


( 21 ) 


(7 — 7o)CQsy — (s — So)cosp-H-p[(a: — a;o)cos( 3 — (7— 7o)cos«] 

cos a 4 - p cosy 

— (-= — ^ 0 ) cos«— (x — Xq) cosy -\-q\{x — x^) cos^ ~ (7 — 7o) cos°t] 
~ cos p - 1 - gt cosy 


Telle est I’equation aux differences partielles de la surface conoide. Au 
reste, cette meme equation peut etre presentee sous une forme plus 
simple, que nous aliens faire connaitre. 

Si Ton elimine dz : i® entre les equations (16) et (17); 2° enlre les 
nations (i) et (17), on trouvera , 


(cosa cosN — cosy cosL) dx -v- (cos^ cosN — cosy cosM) dy — o, 
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Vo = o, = o, la formule (24) se reduit, comme on devait s’ y attendro, 
a I’equation (i5). 

Quatrieme example. — Concevons que Ton demande requatioa aux 
differences partielles d’une surface de revolution. Si cette surface a 
pour axe I’axe de z, le cercle generateur sera represente par les equa- 
tions (24) du § I, desquelles on tirera 

( 20 ) codx-^ydy — o, d^=:o. 

Or on conclura de ces dernieres, substituees a la foinnule (4) et com- 
binees avec I’equation (i), 

( 26 ) £ = £. 

X y 

On arriverait a la meme conclusion en observant que, dans I’hypo these 
admise, la normale menee a la surface par un point quelconque (cc,y, -) 
doit toujours rencontrer I’axo des s, et que, en consequence, la projec- 
tion de la normale sur le plan des x, y doit passer par I’origine. En 
effet, si Ton nomme 5. v], ^ les coordonnees courantes de la normale, 
cette droite sera representee par la formule 


et, pour que sa projection sur le plan des x, y passe par I’origine, il 
suffira que I’equation 

( 28 ) Li^ = l:=Z 

p q 

?oit verifiee par des valeurs nulles de ^ et de yj. En d’autres termes, il 

suffira que Ton ait ^ ou, ce qui revient au meme, ^ 

p q ^ ' X y 

Supposons maintenant que I’axe de revolution coincide avec une 

droite menee par le point (^70,^0,^=,), de maniere k former, avec les 

demi-axes des coordonnees positives, les angles a, (3, y. Le cercle 

generateur pourra etre represents par les formules (26) du § I, des- 
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quelles on tirera 

( - x^) dx {y — Jo) ^ij -t- (^ — ^:o) dz — o, 

(29) 

( cosaf^or -t- cosP rfy + cosy t/- = o, 

el. par suite 

l dx _dy_ 

1 '(? — 7o) cosy — (5 — So)"cosp ~ — ^o) cosa — {x — ,3?o) cosy 



{x — x^) cosp — (j — Jo) cosa 

Or on conclura de la formule ( 3 o), substituee a la formule ( 4 ) et com- 
binoe avec Tequation (:r), 

( P\.{y — ./o) cosy — {z — So) cos|3] H- (/[(s — Zg) cos ct (x a;o)cosy] 

(3i) 

, ( =(, 2 ?— a7o)cosP — (j— Jo)cosa. 

Telle est I’equation aux differences particlles des surfaces de revolution. 

On pourrait encore etablir cette equation en exprimantque lanormale 
inenec a une scmblable surface par un point qucleonque (aj,j,s) ren- 
contre toujours I’axo de revolution. En etfet, si Ton nomme v], *4 les 
coordonnees courantes de cetaxe, on aura 

g — X,I __ V — Jo _ C — ^0 

"cosa COS (3 ~ cosy 

D’ailleurs, pour que la normale rencontre I’axe, il suffit que les for- 
mules(27), (32)puissent etre verifiees simultanement par un systeme 
particulier de valeurs de rj, ‘C- Or, si I’on substitue, dans la derniere 
formule, les valeurs de vj, tirecs de la premiere, on trouvera 

X — Xo—p( ^—z) __ J— Jo— — •=) „ Z — Z„-i-^ — S 

cosa cosp cosy 

— - .*0 ) ( COS (3 -H <7 cos y ) — ( y—fo) (cosa cosy) -H (g — gp) (/)cos (3 — g'cosa) ^ 

— - Q 

et, par suite, on obtiendra I’equation 

( (x — X0) (cos (3 ■+- g cosy) — (j — jKo) (cosa p cosy) 

I 4-(£ — So)(pcosp — g^cosa) = 0, * 

qui coincide 6videmment avec la formule ( 3 i). 
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Dans le cas particulier ou Ton suppose a 

2 2 

= o, So = o, la formule (3i) ou (33) se reduit, comme on devait s’y 
attendre, a I’equation (26). 

Si Ton faisait mouvoir dans I’espace, non plus la ligne que deter- 
minent les equations (3) du § I,- mais celle que determinent les for- 
mules (3o) du meme paragraphe, la surface engendree par le mou- 
vement de cette ligne pourrait encore etre representee par une ou 
plusieurs equations aux differences partielles, qui ne renfermeraient 

pas les fonctions arbitraires <p, x» 4^’ Seulement ces equations aux 

differences partielles seraient, en general, d’un ordre superieur au pre- 
mier. Ajoutons que, pour les obtenir, il suffirait de considerer, dans 
les equations (3o) du § I, s et e comme des fonctions des variables 
independantes (x;,y, puis d’eliminer les quantites 


(34) 

(35) 


^ ^ ^ 

’ dx’ dy ’ das^’ dx dy’ dy^’ 

9(S), (p'(S), 9"(S), ..., 

x(©), x'(.s). x"(©). •••. 


entre les equations (3o) et celles qu’on en deduit par des differen- 
tiations relatives, soit a la variable x, soit a la variable 7. Supposons, 
pour fixer les idees, que i’on designe par m le nombro des fonctions 
arbitraires 


(36) 9(3), x(©)> +(©). •••. 

et par n un nombre entier quelconque. Si des series (34) et (35) on 
exclut celles des derivees partielles de e, et celles des derivees de 
<p(3), x(®)’ ••• dont I’ordre est superieur a n, le nombre des 

termes de la s4rie (34) se reduira simplement au produit 

(rt -f- 1) (« -+- 2 ) 

3 

2 

et le nombre des termes compris dans les series (35), a 
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D’autrc part, si Ton joint aux equations (3o) clu § I leurs derivees 
d’un ordre inferieur ou egal a n, on obtiendra en tout 

(« + 1) («+ 2) 

equations; ct Ton pourra, cntre ccs dernieres, eliminer les differents 
termes compris dans les series (34) et (35), des quo le produit 

(n 4- i) {ji + 2) surpasscra la sommc ^ ^ -f- (/^ 4 - i)m, on, 

ce qui revient au meme, des que Ic nombi'C ^ H- 1 surpasscra le 

n ombre m. Or, cette condition sera remplie si Ton prend n = “zm — i, 
ct alors relimination produira m equations aux differences partielles 
qui appartiendront toutes a la surface ci-dessus mentionnee. 

Lorsque les equations (3o) du § I renferment une fonctiOn arbi- 
traire cp(©), et se reduisent a 

(37) 9(®)] =o> 3, 9(£')] = o, 

on joignant a cliacunc de ccs equations ses deux derivees partielles du 
premier ordre, on obtient on tout six equations cntre los quantites 


y. 




d 
Ox’ 



9(3), 9'(©), 


et relimination des cinq derniercs de ces quantites, entre les six (Equa- 
tions dont il s’agit, produit, comme on devait s’y attendre, une equa- 
tion aux ditfcirenccs partielles du premier ordre cntre les variables 
ind{Ependantcs x, y ct rordonn(3e ^ consideree comme fonction doi ccs 
variables. 

Lorsque les equations (3o) du § I renferment deux functions arbi- 
traires (p(©), '/,(©)> ct se reduisent a 

(38) |’[^,y,^,©,9(3),X(e)]=o, F[(c,7,x:, 3, 9(©),x(3)]=o, 

en joignant a cliacune de ces equations ses derivees partielles du pre- 
mier et meme du second ordre, on n’obtient en tout que doUze (Equa- 
tions entre lesquelles il n’est pas possible d’eliminer, du moins en 
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geniH'al, les clouze quantites 

( o ^ ^ ^ (PZ 

391 ■ ^y’ dxdf' dy^' 

I 0 (e), ?'(3), 9"(3), x(S). X'(S), Z(C)- 

Mais, en s’elevanf jusqu’aux clerivecs du troisidmi' oi'drc, on oliliciidra 
en tout vingt equations entro lesquelles 011 pourra ('diniiiK'i' les (jiiaii- 
tites (’39) avec les suivantes 

,, , d^Z d^Z 

dx-dy’ dxdy^’ dy^ ’ (^)' 

et relimiiiation produira deux equations aux diHeia'iices [)ai-ti(dl(>s dii 
troisieme ordre entre les variables iiidepcndaiites .r, r et la variable 
iii‘iiicij)ale 

11 est boil d’obscrver que, dans certains cas, I’oedre des equations 
aux differences partielles, produites par relimination des (luuii tites (3 i ) 
et ( 35 ) entro les formules ( 3 o) du § I ot leurs derivei's siieeessives. 
pout s’abaisser considerablement. Supposous, par ('xenipl(>, <iu(‘ ees 
formules renferment trois fonctions arbitraires ^(s), y (z), 'bt" >. 
Comme on aura, dans cette liypothese, m ^ , 3 , -mh ~~ 1 * 5 , il fiunlra 
generalement, pour effcctucr I’elimination des quantiles ( 3i ). { 35 ), 
s’elever jusqu’aux deriveesdu cinquieme ordr(>, ,q eell.‘ eliniinalioii 
produira trois equations aux differences partielles <lu eiinpiienie ordre 
tutu X, j et Mais, si Ion etablit outre les Ibnelions o(z), •/( 3 ). 
■}(£) les relations ‘ ' ” ’ 

OU, en d’nalree femes, si les fom„les (3„) ,1„ § , ,.,'.,l„is,.„( h 

(W fe7.--.3.o(S).e'(®),/(S)]=e, Fe,7. a, , (2), ,.,c j j ■ 

“'I; “ deeivees du d n 

eliliieTle “ “ “ 

eiimmer les onze quantites 

t 4 a) 8, ^ d^-Z d^Q 

dx dy dx^’ dxdy dy^’ o''(8). 
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('( rcliniinalion pi’oduira une seule equation aux differences partielles 
dll si'cond ordrc entrc les variables independantes x, y et la variable 
principale 3. Done la surface engendree par la ligne que representent 
li's fonnules (/| i) sera representee elle-meme par une equation aux dif- 
ferene.es |)arl, idles du second ordre, qui ne renfermera plus la fone- 
tion ni ses derivees. Parmi les surfaces de cettc nature, on pent 
reniarqiKM- cello qui auraitpour generatrice la normale principale d’une 
eourbe a doiildi', courbure, dont les equations seraient de la forme 

f(,T) designant une function donnee, et cp(a?) une fonction arbitraire. 

Considerons encore, la surface develuppable qui auraitpour genera- 
trices les diverses tangentes que Ton pout meneraunecourbeadouble 
courbui'i'. Si Ton representc par 

(.11) ,Tr-9(5), J — %(-) 

la c.()urbe dont il s’agit, la droitc qui touchera cette eourbe au point 
(lout b's c.oordonnei^s seront 


(in) 


.a; = 9(3), y — 


pouri'a etri^ r(qn‘esentee par la formule 


(I'i) 


.r-9(3) ,r-x(S) 

9^3) - x'(3) 


Done,, iiour obtenir I’equation finic de la surface devcloppable engen- 
drei' par cette droite, il suffira d’eliminer la constante arbitraire 3 
('Id, re les deux (‘quations comprises dans la formule (46)- Au reste, 
C('tt(' (‘liinination ne pent (Mr e effectuee qu’apres la determination des 
fonefions arbi train's 9(3), x(e), desquclles depend la construction de 
la surface. 

Soi('nt maintenantp, q, r, s, t les valeurs des derivees partielles 

ds ^ ^ ^ 

pi’ <)/’ dxdy’ dy“- 

que fournit Ttiquation de la surface developpable, apres une ou deux 
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differentiations relatives aux variables independantes a?, j. La for- 
mule (i) devra are verifiee par les valeurs de dx, dy, dz tiroes do la 
formule (41^)? ^t, coinme celle-ci donnera 


(47) 


dji dy 


on, ce (jui revient au meme. 


(48) 


dy 


dz 


dx 


■®(®) 7 — X(®) - — ‘ 


on trouvera definitivement 

(49) ■ 1=7 ?'(®)H-'? x'(®) 


et 


( 00 ) 


-7[^ -?(©)]-+- <7 [j-X(3)]- 


Done Tequation ( 5 o) appartiendra encore a la surface devcioppablo, si 
Ton y regarde s comme une quantite variable determineo par Teqna- 
tion (49). Or, dans ce cas, si Ton differentie I’equation (no) : i® par 

d3 , ()i 


rapport a x; 2° par rapport a j, les coefficients de ~ ou de ^ 
egaux dans les deux membres, et Ton aura par suite 


seront 


(5i) 


0 = ''■[•*-<?(©)] H- Sfj -%( ©)], 

o=- 5 [^-®(©)] + «[j-x(©)]; 


puis on en conclura, en eliminant la quantite ©, 

( 52 ) rt = s\ 

Ainsi, quoique les equations de la generatrice d’une surface develop- 
pable renferment deux fonctions arbitraires et leurs derivecs du pire- 
miei ordre, eette surface peut etre representee par une equation aux 
diffeiences partielles qui ne contienne plus de fonctions arbitraires, ct 
qui soit du second ordre seulement. 
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§ HI. — Sur les directrices des surfaces engendrees par le mouvement 

des lignes. 

Lorsqu’uiie surface est engendree par le mouvement d’une ligne 
droitc OU courbe, dont les equations renferment une fonction arbi- 
traire, on peut determiner cette fonction de maniere que la surface 
passe par une ligne donnee qui s’appelle alors directrice. On y parvient 
en cffet de la manidre suivante. 

Supposons toujours la generatrice representee par les equations ( 3 ) 
du § I, c’est-a-dire, par les formules 

(t) 9--= O', <V=zCj>(S), 

dans lesquelles 9, nt’ designent deux fonctions determinees de as, j, 
et tp(s) une fonction arbitraire du parametre s. Soient d’ailleurs 

(2) s)=:o, F(s,y,s)=:o 

les equations de la directrice, ou, ce qui revient au meme, les equa- 
tions de deux surfaces qui la renferment. Pour determiner la nature 
de la fonction f, il suffira d’assujettir chaque generatrice a passer par 
un point de la courbe (2). Done la fonction 9 devra etre choisie de 
inanifer(? que les formules (i) et (2) soient verifiees simultanement par 
un systeme unique de valeurs de a?, j, s. Par consequent, la valeur de 
<p(s) se deduira de I’equation produite par I’elimination des coordon- 
nees tv, y, s entre les formules dont il s agit. La nature de la fonc- 
tion 9(s) etant ainsi determinee, I’equation ( 4 ) du § I, savoir 

( 3 ) w=f(9), 

ne roiifcrmera plus rien d’arbitraire, et 1 on pourra construire la sur- 
face que cette equation repr6sente. 

Si I’on voulait determiner la fonction 9 comprise dans les for- 
mules (i), de manifere que la surface ( 3 ) fut circonscrite a une surface 
donn4e, il faudrait chercher d’abord les Equations de la ligne de con- 
tact des deux surfaces, et Ton pourrait ensuite operer, comme on tient 

8 
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de le dire, en prenant pour directrice la ligne dont il s’agit. Or soil 


( 4 I U — 0 

Tequation de la surface donnee, u designant une fonclion conmu' <!(' 
JT, r, La normale, menee a cette surface par un point <fuelcon((U(' 
fa’, r,:;) de la ligne de contact, formera, avec les demi-axcs des (soor- 
donnees positives, des angles dont les cosinus seront proportioninds 
aux derivees partielles 

. - . dll dll dll 

{ a I 

dx dy dz 

tandis que la tangente, menee par le meme point a la generatrica^ <1<^ la 
surface (3), formera, avec les memes demi-axes, des angles dont h's 
cosinus seront proportionnels aux valeurs de 

P, Q, R 

que fournissent les equations (3) du § II. D’ailleurs, coinme la tan- 
gente et la normale dontil estici question sont toujours perpendie.ii- 
laires lune a 1 autre, le cosinus de Tangle compris entre ces deux 
droites se reduira necessairement a zero. Done, si Ton inultiplie deux 
a deux les quantites (5) par les quantites (6), la somrne des prodiiits 
sera nulle, et Ton trouvera 


( 7 ) 


dx 


Q 


dy 


-R 


dz 


: 0 . 


On armerait i la mtac conclusion en observant que, pour ehaqu.' 
po.nl Je la conrbe de contact de la surface donnbe et de la surface fi), 
es normales a ces deux surfaces doivent se confondre, et qu’en conad- 
quenoe es quantites (5) doivent etre propwtionnelles aux cosinus des 
ongl^ fomes par la normale 1, la surface (3) avee les demi-axes des 
coordonnees posttives, on, ce ,„i revient an meme, aux quantit.» 

( 8 ) 

Pa ?. —I, 

» et y designant les valeurs de At ' i 

vaieurs de ^ et ^ tirees de I’equation (3). En 
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face, engendree par laligne que representent les formules (i), o(; cir- 
conscrite a une autre surface qui serait representec par la formule (4), 
il suffira, pour trouver I’equation a laquelle doivcnt satisfairo les <--<)()r- 
donneesH, vj, L d’eliminer a?, s entre les formules (4), (7) et (1:0). 

II est bon d’obseryer qu’aux equations (10) on pourrait subslituer 
un systeme quelconque de deux equations qui seraient propres a repre- 
senter la generatrice menee par le point de la directriee, h's 

coordonnees courantes de la generatrice etant toujours desigiUM^s j>ar 
les trois lettres^, v], ‘C- 

Appliquons maintenant les principes que nous venous d’etablir a 
quelques examples. 

Exemple I. — Proposons-nous d’abord de faire passer par une dir(M‘- 
trice donnee une surface cylindrique dont la generatrice fornus av('.(‘ 
les demi-axes des a;, y et s positives, les angles a, y. Les cooi’don- 
nees I, t), ^ de la generatrice menee par le point (cc,y, s) <le la direc- 
frice verifieront les deux equations comprises dans la formule 

(ni = = 

cos« cosp cosy 

Done, si, entre cette formule et les equations de la directriee, on eli- 
minex,y, s, I’equation resultante, qui renfermera seulcment tq, 
sera precisement celle de la surface cylindrique. 

Concevons a present que la directriee soil une courbe plane. Desi- 
gnons par k la longueur de la perpendiculaire abaissim de rorigine sur 
le plan de cette meme courbe, et par X, p., v les angles que forme 
perpendiculaire avec les demi-axes des coordonnees positives. Enlin 
nommons S Tangle compris entre la perpendiculaire en question et la 
generatrice de la surface cylindrique, en sorte qu’on ait 

b®) cos 3 = eos«cosX -h cosP cosp-H cosy cosv. 

Les equations de la directriee seront de la forme 

(i 3 ) a; cosX 4 - j.cosp + «cosv = k, E{a,y, ss) 0. 
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Cela pose, on tirera de la formule (i i) eombinee avec la premiere des 
formules(i3) 


(i4) 


a? cosX (n — 7 ) cosfx + (? — z) cos v 

cos« cos[3 ~ cosy ~ cosacosX + cosp cosfj!. + cosy cosv 

_ |cosX 4-vi cosfi ? cosv — k 
~ cosS ’ 


et par suite 


(i5) 


x = ^ — 
7 = 10- 


COS OC ,y . . , . 

(? cosA -H n cosfi -(- ? cosv — k), 

(? cosl -1- Y) cosa + ? COSV — k), 
COSO ’ ' 


cosy,g 

eos(S^^ 


cosX + Y) cosfjL + ? cosv — k); 


puis, en substituant les valeurs precedcntes de x, y, dans la seconde 
des formules (i3), on obtiendra I’equation de la surface cylindriqiie. 


sayoir 


{16) 


e| TO — (^cosX-hfl cosfx + ?cosv — k), 
Z — cosX -t- 10 cosfx -H ? cosv — k) 



Lorsque le plan de la directrice coincide avec le plan des x, y, ellc 
peut etre representee par deux ^uations de la forme 


(17) . s = o, F(aj,7) = o; 


et I’equation de la surface cylindrique, c’est-a-dire I’^quation produite 
par I’elimination de x, y, s entre les formules (ii) et ( 17 ), se reduit a 


(18) 


|cosy ■ 


cosy 


, cos« ncosy 

^ ^ ^ : 


■ gcosp 


cosy 


o. 


Concevons, pour fixer les idees, que la directrice soit une ellipse com- 
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prise clans le plan des x,y, et representee par la formulc^ 



L equation (i8) devienclra 


(20) 


(icosy — ?cosa)2 (n cosy — S cos( 3 )‘^ 

^2 -Ti - -- cos y. 


Supposons maintenant que la surface cylindrique doive ctre cireon- 
scriteaune autre surface representee par requation (4). (lomme, c'n 
chaque point de la courbe de contact des deux surfacn's, la {^eneratricc' 
de la premiere et la normale ii la seconde sc coupcront a angles droits, 
les coordonnees a:, r, ^ de cette courbe veritieront (Wideminent h's 
deux equations 


( 21 ) 


U=: 0 , 


dll c)a ^ 

cosa-h cos (3 4- 


ds 


dfi 

jjCOS}/ = 0, 


dont la seconde auraitpu etre immediatcmentdeduite de. la foriniile (7). 
Celapose, pour obtenir I’equatiou do la surface cylindrique, il no. res- 
tera plus qu’a elimincr a;, 7, 5 entre les formulos (r i) et (2 r). 

Concevons en particulier que la surface cylindrique doivu^ etre e.ir- 
conscrite a un ellipsoide construit avcc les demi-axes a, h, c, c't repre- 
sente par I’equation 


La seconde des formules (21), reduite a 


( 23 ) 


cos« -t- ^cos (3 H- ^cosy = o, 


represMtera un plan passant par I'originn, et qui eoupera I-ellips»!,l,. 
snivant ia courbe de contact des deux surfaces. Do plu.s, on trouvrra. 
on conibinanl les formules ( n3) arec les formules (, ■). 


'y(r)~y) — s'! 

— ^ ^ = o , 


( 24 ) 
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puis, en ayant egard a I’equation (22), 


(..5) 




: r . 


Eniin, si Ton designe par 2R ceLui des diametres de I’ellipsoide qui sera 
parallele aux generatrices du cylindre, on aura evidemment 


(a 6 ) 


cos^ a cos^p cos^y 
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attendu que I’equation (22) devra etre verifiee quand on y supposera 

('.■ 47 ) .rrr-Rcosa, j~Rcosp, s = Rcosy. 

(iela pose, on tircra des formules (11), combinees avec les formules ( 23 ), 
(2.3) et (26), 


x 

a 


COSp 


cosy 
cos a 




, .cos (3 .cosy 




cos’^a cos^S 

— u H 


cos-'y 


R2 


I cos a *ocosp Ccosy 
+ --p- + 


^cosa , y5COs( 3 ^ ?cosy 
~W c’ ■ 


+ + 


c' 


^cosa Y]COsp ^ Ccosy 
— ] 


6" 


et, par consequent, 
? ^ 


(28) 
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C“ 


— I : 


:R2 


^COSOC Y) cosp C CQSy \ 


+ 
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Telle est I’equation de la surface cylindrique circonscrite k Tellipsoide. 

Cette dernibre Equation peut encore 6tre presentee sous une autre 
forme trbs simple que nous alio ns fair e eonnaitre. 

Si, par I’extremite du rayon R, e’est-a-dire par le point (x, y, s) 
que determinent les formules (27), on mene un plan tangent a Telllp- 
soide, et si Ton nomme X, Y, Z les coordonnees courantes de ce plan, 


&* 
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on aura 

( 29 I - 5(X-^) + |(Y-j)+^,(Z-«)-o, 


on, ce qui revient au mme, 

a"‘ b‘‘ c- 


puis on en conclura, en ayant egard aux formules (27), 

Xcosa YcosQ Zcosy _ i 
(3o) + 

Goncevons a present qu’une droite soit naenee du centre^ do rnllip- 
soide a un point (^, q, choisi arbitrairement sur la snrlaco <hi cy- 
lindre circonscrit. Cette droite coupera Tellipsoide et Ic plan tangent 
en deux nouveaux points dont les coordonnees y, z (d. X, Y, Z veri- 
fieront les formules (22) et ( 3 o). De plus, si Ton d6sign(^ par r, .v, l Ins 
longueurs mesurees sur cette droite, a partir du centre de r<dlipsoid<‘, 
et qui aboutissent aux trois points correspondants (oc, y, s), (?, y], 

(X, y, Z), on aura evidemment 


'*■) *=j£, 7=J-.. = 

is») x = -t, y = -v,, z = it. 

s s s 


Par suite, les equations (22) et ( 3 o) donneront 

( 33 ) + g + 

(34) I ^cosp Uosy V _ .t 

V /~r 

Or on tirera des formules precedentes, combinees avec I’equation (28), 


ou, ce qui revient au meme^ 

(35) 


i I 


i 

7^' 



(>\i: ui> IMUMU> ni t;(M ititi " 


If. > 

Irltr ia tiiriiir* b |i|ih <jih‘ pillHM* n^'pvoir Tiajii.il KMt i ,**S i, 

«jm% jt;tr Iv jiuiu! il, t‘l j^.ir («’ rrf\Hfi |L hh 

|»a"<^%rr tiii |ibil» lb jilaii, ijUi Ti'lli >ii}vaiif iIHt' 

ifHiiiMa'.i jaiiir ^laiin t»t {’\ liiHlriijili* 1*" jsiasi 

«i«‘ laift' rltijiNa. Ht* [sIh.^h il 

I'lair ijiii'' IriH-H |nir r, .■i* i 

’^air rt'llip-a' vt siir t»*H lluiir Ti'ijiia*^ 

iiiiii I 1*1 1 <*iilr 4 iiir ia pTiij*** .ilitu'i HUuaHit* ; 

l"iliMiinii i, Si\ apm iiaiir iran' iltiNx «/«r rflipsK^ hn rtivi^a 

i\ wi iiirisi- itil»“rr„i',Ufc 1 ' HHlft' ptif fr ("Uftr il» vr ii pUf t*' 

i'lirir it*' riinrtiiir ii*'\ #/r7ii' \rpitri-nf tr I'fNlri' tif\ pitiiii\ 

Mil if' I'liVMii ■■.a' • ’ 

ipiHliriil \flvl ti It! iifS llriiA' mil if 

Si 1**111 ^'Miil.iil liiaiiHiilri'r i!irr*if‘iit«'*iif vv jliiijiii*! mii j»*ail 

4i**liiirr r*-ijiialitiii i i, i! ntilliraM »t** piabt^'j' rril}|ra‘ >iir iiii plan 
par In iirfit a\*», iMrinaitl AS'ff !** |4raii4 a\n liii aii^ln “T tjlii 
ailiaiif jiinir ritHiiuiH !a rapjinri 4n jM-ht av*'* all |**raiul a\i\ .yitrs* fii 
i'llnl, rrtiijHn i^f 4nH\ l»iiig**nlrs - Miijn/'n--. ■ iIiiiHuvramiil 
jriimiiH nil rr*ri*in i!»inl li* rmrin rnMHT, *’1 «li*ii\ 1 * 111 ^ 1 * 1111 '!^ liii^'^ 

II r'l* par Irn *1*1311 afr rgal -u r>-t ili* la rnrriiii- 

Irmii'n, il r^l ainr 4*1*11 iniiinliirn ijiin Ins i|i*s v 

rf I, siiinir 

.1 


=..»*r»M'!il .if-- ■ it jjriHiliilj* »T)*i)iljin<» tit* la 

(111 rityttii till jiiir la fl jtiir bt il iiii iiii‘i»i‘ iiiijjlt*. 

Dtiitf. I'll il, ii.iii? par ifl iuijili’, ttn auntif 


M T 

r rnisT 


r 


I r.ii^T 


I 

t 




1 * 1 , j»ar«iiilt*, 

1 * :.» ■!.}»»& t. 

,«* I* 


Or i’«lli» tow bt foriiiiilr ( 35 ). 

ti* f, %, tl, t, VIII. - fl 



66 SURFACES ENGENDRIJES 

Lorsqueles constantesa, c, R deviennenfc egales onti-o olles, I’el- 
lipsoHe se reduit a une sphere, et I’equation (28) peat s’ecrire comini' 
il suit 

(36) (^cosaH--/lco.^(3 + ?cosy)== R-. 

Le premier membre de la formule precedeiite n’est aiitiai rlioso (|ii(; le 
carre de la perpendiculaire abaissee dii point (?, y], ‘C) sur la droiU' 
menee parl’origine parallelement aux generatrices du cylindiai (“ircon- 
scrit a la sphere. Done cette formule exprime quo la p(‘rp(Midi(‘ulair(‘ 
dont il s’agit est egale an rayon de la sphere; ce qui est evideninient 
exact. 

Si, a rellipsoide que nous avons considere ci-(les.sii.s, on suhstitnait 
un hyperboloide a une ou a deux nappes representc par I’ei] nation 


(37) 

ou par la suivante 

(38) 


f! 

a® 


L 

b 


1 



z! 




il estclairque Tequation da la surface cylindrique, circonsf^riti^ it cel 
liyperbolo’ide, seraiU dans le premier cas, 


(39) 






^2 


-1 = W 


(\ cos a 

V ^ 


yjCOSP Ccosy 

~'W 


7 


et, dans le second cas. 


(4o) 


rr ,_i 52 /^cosa , vicos(3 Ceosyy 
a- _ -j . 


Dansl’un etl’autre cas, la courbe de contact de rhyperbolo’ide et de la 
surface cylindrique serait plane, et son plan serait la'presente pur 
I’equation 

//,v aicosoc /cos|3 scosy 

H - _ _ 0 . 

Quant au premier theorenie, il se trouverait remplace par une proposi- 
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puis on tirera de ces dernieres, combinees avec la lormulo (i i ) 
^coscc , -ncoslS cosy 


- Y]- 


)' c- 


9 ^ /,2 




i*osa cosp cosy 


CQS^g _l_ 
or 




i;COsa rj (‘(')S|3 (‘osy 
or h“ c 


et, par consequent 
(46) 


Ti' c ' 


Jcosa yicos(3 cosy 

~1F~ ~7~ r ~ 

cos^a (t()s=^|3 
— • + -7;r- 


Si, au lieu d’un pavaboloido elliptiquo, on considerait on paraboloids 
byperbolique represente par la formulo' 


I’equation de la surface cylindrique circonscritc dcviendrait evidc'm- 
ment 


(48) 



^cosg r]Cos(3 ^‘^^7 

h- (' 

cos- a c.os-j^ 


2 


11 estbon d’observer que, dans les formules (4(3) et (4B), les bindnu's 

Gos^a cos^(3 Gos^g cos* (3 

a* Zi* ’ a* ft* 

ont pour valeurs numeriques les quotients qu’on obtient on divisaiit 
I’unite par les carres des rayons qui forment des angles a, ^ avee b's 
demi-axes desicety positives, dans Tellipse et Thyperbole represen- 
tees paries equations 

X- •)'* g-* r* 

+ — — f;=±:i. 

a- o* a- 0* 

Supposons enfm que Ton demande la surface cylindrique cireon- 

scrite a une surface du second degre representee par I’^quation 

(49) Aap*-t-Bj*-t- C3*+ aD/js 4- aE^a; -t- aFarr H- aGa; -+■■ aH/ +- als =r K . 
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on tire de ces equations, combinees avec la formule ( 54 ). 

■rr\ ^ ~ -^0 ^ ~ Jo C — -^0 — a-'o) -t- B(lO — Jo) -t- C( g — iSp) 

iv — y — yo " — -"0 E — (A^o+ Bj'o ■+■ Cso) 


et, par suite, 


(^ 7 ) 


•r = ^0— (4 ■ 
y = yo— (-n- 


A ^0 “t~ Rj’o C>oQ — K 


“ A (,; — .rj) -h I.R'O — J'o) H 

A + R Fo “t“ C So - 


>'oJ 


C(S-So) 

-K 


So — (C 3 o) 


A(|— iCo) +B(u — Fo) H- C(C — s„) 
A Wff -|- B^Fo “H Cso — Iv. 

A(^ — ■^'o) -H B(r) — j'o) H- C(C — So) ’ 


puis, en substituant les valeurs precedentes de x,y, s dans la seconde 
lies formules ( 55 ), on trouve, pour I’equation de la surface conique, 


■a"o— a — ^o) 


A ^0 H“ B^o C So — ■ R. 


A(^- ^^o)-+-B(y)— 7o) + C(C — So) 


(SS) 

A . . 

A (^ — ^‘o) H- . . . 


o. 


(? 


o) 


Lorsqiie la directrice est comprise dans le plan des x, y et repre- 
sentee par les formules (17), requation de la surface conique se re- 
duitii 

(,>9) 


Concevons, pour fixer les idees, que la directrice soil une ellipse com- 
prise dans le plan des x, y, et representee par la formule (19)- L’equa- 
tion (59) deviendra 


(do) 


(a;,C-3o^)= , (.yoC-SoY])s 

1 



Supposons maintenant que la surface conique doive 6tre circonscrite 
a une autre surfac^e representee par I’equation ( 4 ). Coxnme, en chaque 
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f‘t, par suile, 



Telle est I’equation de la surface conique circonscrite ii reliipsouh'. 

Cette mfeie equation peut encore etre presentee sous d’autrt's formes 

tres simples que nous aliens faire connaitre. 

Soient 

E(, le rayon Yecteur mene du centre de I’ellipsoide an somiru't de la 
surface conique; 

R la partie de ce rayon vecteur qiii represente un i-ayoii (!(' r('lli|)- 
soide ; 

a, Y l<?s angdes que forme la direction commune (les rayons R„, H 
avec les.demi-axes des coordonnees positives. 

L’equation (cG) sera veriflee, et Ton aura, de plus, 


(65) 

( 66 ) 


a:'i) = RoCOsa, jo=R|,cosp, 



R^ 


cos- a 


cos^ (3 

— p,— 


ir„ = R«c()sy, 


Par consequent, la formule (G4), divisee par RJ;, deviendra 



/£cosa r/cosP Scosy i y / i • \ 

r;/ ■“ \ iu " iTf ; 



Si, danscette derniere, on suppose Ro = oo, la surface conique s(‘ traiis- 
formera en une surface cylindrique, et Ton retrouvera, coinme on ile- 
yait s’y attendee, Tequation (28). 

Concevons a present qu’une droitc suit menee' du centre de I’eHip- 
soide a un point (^,^1,1^) choisi arbitrairement siir la surface du eone 
eirconscrit. Cette droite coupera I’eUipsoide, ct lo plan (anguMil qui 
touche fellipsoide a Textremite du rayon R, en deux nouvoaux poiut.s 
dontles coordonnees a;, y, s et X, Y, Z verifieront les formules 
t (3o). De plus, si Ton designe par r, s, t les longueurs mesurees sur 
'tte droite a partir du centre de I’eHipsoide, et qui aboutissent aiix 
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(I'ois points corrcspondants {x,y, z), (i, v], i^), (X,Y, Z), ces longueurs 
so trouvcront liecs aux coordonnees vj, ‘C par les fonxiules (33) et 
(34). Or on tirora de cos formules, combinees avec I’equation (67), 



Telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse presenter 
I’cquation (67). D’aillcurs, si, par le point (^, rj, () et par le rayon R, 
on fait passer un plan, ce plan, qui coupera I’ellipsoide suivant une 
(dlipse, donnera pour sections, dans la surface conique et le plan tan- 
gent dont nous avons parle ci-dessus, deux tangentes quelconques de 
e.ette ellipse. Enfin il est clair quo les extremites des longueurs r, s, t 
seront situees sur I’eUipse et sur les deux tangentes. Done I’equa- 
(ion (68) fera connaitre une. nouvelle propriete de I’ellipse. Cette der- 
niere propriete, plus generale quo cello dont I’enonce a fourni le pre- 
mier theor'eme, pourrait etre demontree directement par le meme 
moyen, attendu qu’il est facile de la verifier dans le cas 011 1’ellipse se 
reduit a un cercle. 

Si a I’ellipsoide represente par I’equation (22) on substituait fun 
des hyperboloides representes paries formules (dy), (38), I’equation 
do. la surface conique circonscrite se reduirait a I’une des sflivantes 


(69) 


1 ^ 






b^ 

— 

b^ 



et la formule qui remplacerait I’equation (68) ferait connaitre une pro- 
priety du syst'eme de deux hyperboles conjuguees. 

Supposons encore que Ton demande la surface conique circonscrite 
au paraboloide elliptique represente par I’equation (43). Alors, au lieu 
des formules (^5) et (63), on obtiendra 1 Equation. (46) et la suivante 


OEupres de C. — S. II, t. 7111. 


10 
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tirera de ces dernieres combinecs avcc la formule (53) 


i' — 3^ _ V I —y _ _ 

— ^ “/o— 7 =0 — = 


, yon _ ^ 

ai c 


oc 


2 

0 


a 


2 


+ 


zi 

b'^ 



II !l! -ol 

«* /v'-" (j-' 

jqC .ro^ _ £ZlZ'’ 


et, par consequent, 



Si, au lieu d’un paraboloide elliptique, on considerait un paraholoide 
hyperbolique represente par la formulc (4?), roquation do la si]rtac<‘ 
eonique circonscrite deviendrait evidemmcnt 


( 73 ) 


b'^ 


./ 0 








Supposons enfin quel’on demande la surface eonique eirconscrile a 
la surface du second degre representec par 1 equation (49)- Alois los 
formules ( 20 ) et (63) devront etro remplacees par I’oquation (5i) o( 
par la suivante 



^ {kx + Fj ■+- Es 4- G)a;o4- H- -h Ds 4 - II).7o 
j 4 - (Ea; 4 - D/ 4 - Cs 4 - I)5o4- G,* 4 - H.y 4-13 = K, 


qui representera la courbe de contact des deux surfaces; et, en combi- 
nant ces equations avec la formule (53), on obtiendra cello <le la sur- 
face eonique demandee, savoir 


I A|24-Br,24-Cl;!-4aDvi?4-2EC$4-2F^ir)4-2G|4-2HTl -i-al^ — K 
4) I [(A54-Fv)-sEt + G)a;o-s(F^4-BT)4-D?s-H),)Vj-_(EJj4-Dy) 4-_C?-s I)io4- G? 4- H'o 

I 4" Bj'q “T- 4“ a Dj' 0 ^ 0 4” aEso-v^o 4~ a t a7y -'1- ' I ' a Ilj » ■■!" a I ■ K 

Troisiime exemple. — Proposons-nous de faire passer une surfa<‘(‘ co- 
noide par une directrice donnee. Si cette surface a pour axe Paxo dos z , 
les coordonnees t), 'Q de la generatrice menee par le point (a?, y , ) 
de la directrice verifieront les deux formules 


(76) 



I’Ut 111 > iKiMis iMu»rii;s <H t in tUit >, 
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a laquelle on parviendrait egalemcnt en prenant pour diroctrice le 
rerclc que detcrminent les deux formules 

(83) ^ = 

Supposonsmaintenantque la surface conoidc doivo ^re circonscriG' 
ii line autre surface representee par I’equation ( 4 ). Alors, pour chaque 
point de la courbe de contact des deux surfaces, I’equation ( 5 ) du § 11 
devra etre verifiee par les valours di^paiq tirees de la formule (9), et, 
par consequent, les coordonnees x, y, z do cette courbc seront lines 
entre elles par les deux equations 


(84) 


X 


dll 

dx 


dll 


dont la seconde aurait pu toe deduite de la formule (7). Cela pose, 
pour obtenir I’equation de la surface conoide, il ne I’estera plus qu’a 
eliminer x, y, z entre les formules (76) ct (82). 

Goncevons, en particulicr, que la surface conoide doive etre circon- 
scrite a un ellipsoide dontle centre coincide avcc le point y^, z^), 
et dont les axes soient respectivemcnt 2a, 26, 2c, savoir, a I’cllipsoide 
represente par I’equation 


(85) 


(x — x^y- , (.y— 7o)“ , {-— 

_ + _ + _ 


La seconde des formules ( 84 ) deviendra 


( 86 ) 


xix — Xo) , y{y—y^) 

a^- ° 


De plus, en combinant celle-ci avec la premibre des Equations (7G), 
on trouvera 
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Entin, on tirera des formules (76), ( 85 ) et (87) 


~ — '^ 0)^1 — (r — .ro)H _ /ol — ^o-n 
-1 ~ 


— -1- 




{x — x^y , {y — y^Y 





ab \ b- 




el., pp* consequent, 


( 88 ) 


M-oc.,-nY . vi’Af (?-s„)‘^ 

a^b'^ ~ V« 2 -t- ^ 2 ) 


Tcdic cst I’equation de la surface conoide circonscrite a I’eUipsoide. 

Si I’axe d’unc surface conoide coincidait, non plus avec I’axe des z, 
mais avec la droite menec par un point donne (iCo> Jo> -0)’ de maniere a 
former avec Ics demi-axes des coordonnees positiyes certains angles a, 
p, y, les coordonnees y], ‘C de la generatricc men6e par le point {x,y, z) 
do la dircctrice verificraicnt les deux formules 

(89) {I — . t ) cos a + (vi — y ) cos (3 -t- (^ — s) cosy = o, 

(90) (? — iv ) cosL H- (vi — y ) cosM 4- (C — 5) cosN = 0, 

L, M, N designant les angles compris entre les demi-axes des coordon- 
nees positives ctla pcrpendiculairc au plan qui renfermerait cette gene- 
ratrice avec I’axe de la surface conoide. D’ailleurs ces angles seraient 
evidemment lies entre eux par les deux equations 

( cosacosL -H cos (3 cosM ■+• cosy cosN = 0, 

(91) ! 

( {x — Xf ,) cosL H- (7 — 7o) cosM +■ (a — -0) cosN = o, 
desquelles on tire 

cosL cosM 

{y — /o) cosy — (s — 5o) cos (3 (s — So) cosot — {x — Xq ) cosy 

cosN 

“ (»— aJo)cosj3 — (j — 7o)cosa' 


(9a) 



( 96 ) 
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Done, par suite, la formule (90) donnerait 

( [(/—Jo) cosy — (s — 5o)cosP](? — a;') 

(93) I +-[(5 ~; 3 o)cosa — (^ — .2?o)cosy](Y)— 7) 

! 4 -[(^ — ico)cos !3 — (y — 7o)cosc{](C— -) — o. 

Dans riijpotliese admise, Ics formiiles (89) et (93) representeut, la 
generatricc qui passe par le point (a;,/, s) do la dircctricc. Doiu',, 
pour obtenir alors [’equation de la surface conoidc, il sullit (rdli- 
miner a?, 7 et s entre les equations de la directrice (d, Ics formuh's 
dont il s’agit. 

II est bon d’observer que Ton pout substitucr, dans les forinub's (<)i ) 
et (92), les coordonnees y], aux coordonnees x, y, z, (d, r(‘m|>la(‘(*i‘ 
on consequence [’equation (98) par la suivante : 

^ [(n-/o)cosy-(? — .s„)cosP] {l — x) 

(94) j H-[(?— s,) cos «— (4 — iCo) cosy] (v 3 — 7 ) 

( — a 7 o)cos (3 — (y) — Jo) C 0 S«] (? — j) ~ o. 

Or, de cette derniere reunie a la formule (89), on conclut 

l — 

? ^0 [(C ^ 0 ) cos a H- (y) — 7o) cos j3 (5 — "o ) cosy j cos at, 

Yi —y 

^ — /O — [(? — •»o) cos a + (yi — 7o ) cos p H- (S — -^y 'co.s y J cos p 



? — So — [(? — a?o) cosa + (y) — 7 „ ) cos (3 H- (T— «7)~<T()S y J (ills 7 ' 

Lorsque la directrice est plane, et representee par Ics equations (t ,3 ), 
chacune des fractions comprises dans la formule (95) est equivalent e 
. au rapport 

Icosx H- Y| COS 9. -I- ^ COSV — k 

— Xo ) cos X + (y| — Jo) cos [X H- ( ^ — Zo) COSV — [( 5 — ^0) cos a -1- ( Yj )loi|rT , 

et de cette seule remarque on deduit immediatement des valours d(‘ a-, 
y, z, qui, substituees dans la seconde des equations fournissent 
Tequation entre I, v], X, propre a representor la surface conoide. 
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trice de la surface conoide et la normale dc la surface (4) so coupcMil. 

a angles droits. 

Qitalrieme exemple. — Proposons-nous dc faire passer unc^ surlaee 
de revolution par une directrice donnee. Si cetto surface a pour axe 
I’axe des les coordonnees I, t], du cercle generateur passant par Ic; 
point (Xfy,z-) de la directrice verifieront Ics deux fortnules 

(loi) C = s. 


Done, si entre ces forniules etles equations dc la directrice on eliiniiK* 
X, y, z, I’equation resultante qui renfermera sculement yj, '( sera 
precisement cello de la surface de revolution. 

Supposons maintenant que la surface de revolution doivc', elre cir- 
conscrite a une autre surface representec par requation ( 4 ). Alors on 
pourra prendre pour directrice la courbe de contact des deux surface's, 
representee elle-meme par les equations 


( 102 ) 


da 

7^=0 

aj ax 


dont la secoiide se deduit dc la fonniiilc (^c)) couibinco aveu* la for- 
mule (26) du § II. Concevons, pour fixer les idecs, que la surface (4 > 
se reduise a Pellipsoide represente par I’equation 


(io 3 ) 


{x- 


■x,Y+{y-y,y=:^{c^-{z-z,Y], 


Dans ce cas particulier, la scconde des formules (^102) deviendra 
(io 4 ) 


puis on tirera de cette formule combinee avec les equations tiorf 
et(io3) tv; 

£ ^ Z 

^0 Jo \lxl-^yl \/xl-yyl 


x — V— jKo 

ro 


- 4 - 7 ^ ~t~ ^ _i_ ^fiY ~f~ (,y — .r’o P 




^0 
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cl par suite 

(to5) 

oil, cc qiii veviont au memo, 

(io6) j V)=>- ^ [C^_ (C - z,y] + ^l + yl j'== l^{;xl + rl) {l^+n^-). 

Telle cst Tequation de la surfaco^ dc revolution qui, ayant pour axe 
I’axo des cst circonscritc a I’eHipsoide de revolution represente par 
requation (io3). 

Si I’axe de la surface de revolution coincidait, non plus avec Taxc 
des s, mais avec la droite menee par un point donne de 

maniere a former, avec les demi-axes des coordonnees positives, cer- 
tains angles a, y, les coordonnees y], '( du ccrcle generateiir pas- 
sant par le point (,'i-,y,z) de la directrice verifieraient les deux for- 
ma les 

-- .r) cosa -i- (y) — j) cos.^ h- (C — 5 ) cosy = 0 , 

(I - .r,)‘ ~H (vi -yoY + (? - -(.)'= i-r - ^,Y+{y-yoY-\- (= - -o)^ 

et la surface de revolution circonserite a la surface (4) pourrait ctre 
considdree comme ayant pour directrice la courbe representec, non 
par les equations (loa), mais par les deux suivantes 

« = 0, 

[(/ - Jo) cosp — ( a — So ) cos y ] ^ 

-h [(s — iTo) cosa — (ic — .ro) cosy]^ 

dll 

— .j;o)COS |3 — (j — Jo)COSa]^ =0, 

dont la seconde se ddduit de la formule ( 9 ) combinee avec la for- 
mule (3i) du § 11. 

Nous borncrons ici I’application des principes exposds au commen- 

OEuores dc C. - S. H, t. VIII. ^ ‘ 
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cement de ce paragraphe. Un autre article sera consacre ii la landiorclie 
des equations qui representent des surfaces dont la construc.tion^ d(‘- 
penddeplusieursfonctions arbitraires, et en particulicr des surfaces 
developpables, lorsque ces surfaces doivent passer par des dinmtrices 
donnees, ou etre circonscrites a des surfaces clonnees. 
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Iriliriii sfii *iv%iiV|iii* i|t^ ri/mnU'iHiHH^n ^■^rt^}i_^llr i*rill riiiplni!!*, Ilrlii 
*iii jiriit rr*r 4 irrriirr « -pr. i' . ilf i 4 , 
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k I ' k'.' * ‘•r"*''* irrs^l 

r'f i|tii* |i'» fii# iiiwrilrrr ium iirtirlin 

1 1. iikrtimHm r/m #1## ilrfrt^ 
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u,i If V'* ■" =,|« nil.a? afc,i' .'ili* 
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A B, C, D, B, K designant des quantiles eonstantos ; ct line droi tc iiioner 
par le point (5, l). de maniire a former avec le demi-axo. des a- pos,. 
lives I'angle « eompris enlre o et ir. sera represontie par 1 (M,ual..i.i 


X 




-H- 


y — Y) 


cosa 


sm a 


que Ton peut reduire a 


(2) 




cosijd sin 41 


en faisant, pour plus de commodite, 

±: a rrd;. 

De plus, si Ton pose 

l'3'j r:=z\/{x — (/”“* ^ y 

c’est-a-dire si I’on designe par r la distance des deux points (^, tq), 
(,r, y), on tirera de la formule ( 2 ) 

,x — Jr,!! — H r, 

(-+) cosip sin 4 

le double signe devant etre reduit au signe -+■ ou au sigrn* - suivaivt 
que Tangle a. = ±'-\> sera relatif a la longueur r comptoe a parti r du 
point {I, Yj) ou a partir du point {x,y). On aura done, dans le premier 
cas, 

(5) a; = ^ + rcos4, y = r) -4- r sin 4 
et, dans le second, 

(6) — rcos4, y — fi — rsin4- 

Concevons maintenant que le point {I, yj) coincide avec le milieu 
Tune corde de la ligne (i), et le point {x, y) avec Tune des extremites 
p Aftfte corde. La longueur de la menoc corde sera 6gale au double ile 
Lnce r, et la formule (i) sera verifi6e par les valours do a?, y 
ioit des equations (5), soit des equations (G). Done, si Ton fait. 
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pour abreger, 

/ 5 rr A COS^lj; ■+■ B 

( y ) \ t — ( ~\-~ C Y] + D ) COS'!* (C^ “H R Yi — h E ) sill ^5 

' M=: + By)^-+- aC^m + 2 D| + aEri, 


on aura, on memo temps, 

( 8 ) .yr^H- 2^1' M- li — K, sr- — 2 ir -h u =z K 


et, par suite, 

(9) — K, 

(10) t — O. 

II est bon d’ observer quo I'equation (10) peut s’ecrire sous Tune on 
I’autre dos deux formes 


(ri) (A? + Cy] + D) cosij^H- (C^ 4- By) + E) sirnji o, 

(12) (A cosij/ 4- C sin<|i)^ -+- (C cosijj + B sinip)^ 4 - D cosi|) 4- E sim]' — o. 


Cette equation 6tant du premier degre par rapport aux coordonnees 
r], il en resulte quo le point (^, yj) decrira une droite, si la corde 2r 
varie, mais de telle sorte que Tangle demcure constant. Ainsi des 
cordes paralleles do la lignc (i) ont leurs milieux situes sur une seule 
droite qu’on pourrait appeler axe diametral. Ajoutons que, si Ton fait 


(i3) 


AcQs4'H-Csini{j 

C cosij' 4-Bsmi}/ 


= tang 9, 


±9 designera Tangle forme par la droite dont il s’agit avec le demi-axe 
des X positives, et que cette droite sera perpendiculaire aux cordes 
dont elle renferme les milieux si Ton a 


(i4) 


1 4- tangqj tangili = o. 


ou, ce qui revient au rn^me, 

A cosij + Csinij' C cosi}! 4- B simj 

cosij “ . simj 


(t5) 
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Dans ce dernier cas, la droite representee par requation ( 1 2) divisera 

en deux parties symetriques la ligne representee par I’equatiou (i), et 

sera ce que Ton nomme un axe principal de cctte ligne. Uela pose, on 
deniontrera facilement que, pour cliaque ligne du second degre, il 
exisfe toujours au moins un axe principal. On y parviendra, (ui eflid, a 
I’aide des considerations que nous allons exposer. 

On tire de I’equation (to), combinee avec la premiere des equa- 
tions (7), 

A cosil/ ■+ CsiniJ' C cos i}^ -4- B sinit __ 

cosi|j ” siaijj 

on, ce qui revient au meme, 

[ (A — 0 cosij^ -h C sinq^ = o, 
j CcosiJ; + (B — «) sin4' = o; 


puis, en eliminant Tangle tj;, on en conclut 
(18) {k.-s)(B-s)-C^=zo. 

Deplus, les deux racines de Tequation (18) sont evidcnuneut 


(• 9 ) 



B 



B 



et elles ne peuvent devenir egales entre elles que dans le eas particu- 
lier ou Ton a 


(20) 


A = B, Grr:0. 


Dans ce dernier cas. Tune et Tautre se reduit a la quantite A, et les 
equations (17) se trouvent veriliees, quel que soit Tangle Mais, dans 
le eas contraire, les equations (17) fournissent une valour unique et 
reelle du rapport 


cos^ ' 


tangi];. 


AjoutoBs que Tequation (12) deviendra, en vertu des formulcis (17)* 
A(l^ostjn-y]smi];):^Dcos4t4-Esin^ = o. 
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j’ajoute qu’on pourra toujoursreduire a zero le coefficient D, si la con- 
stante A n’est pas nulle, et la quantite K, si, A etant nulle, D diflere de 
zero; car, pour y parvenir, il suffira de remplacer, dans le premier cas, 
;v par ic — et, dans le second cas, sc par sc e’est-a-dire de 

transporter Torigine sur I’axe des x, an point qui a pour ubscisse 
_ ^ on Gela pose, I’equation (i) prendra Tune des formes 

(a3) + =K, 

( 24 ) 2Da?=o. 

De plus, si, dans les formules (28), (24), on suppose les coefficienls 
A, B, D, K differents de zero, il suffira de faire 


K 

A 


■.±:a\ 



T> _ 


a, h, c designant des quantites positives, pour ramenor ces Idrmub's 
aux deux suivantes ; 

<1/2 

(25) - ±-±^= 1, 

(26) y- — ±:icx. 

Or la formule (20) comprend : 1° I’equation 


(27) 


^ h'‘ ’ 


qui represente une ellipse dont les demi-axes sont a et 4; 2" les deux 
equations 


(28) 


y^ 

a* ~b'^ ' ' 


(29) 




qui representent deux hyperboles dont les demi-axes sont a et b ; 
3“ I’equation 

^2 y2 % 

— ~ + TT ~ I } 


( 3 o) 
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DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 
En effet, considerons d’abord Tequation 

(36) f>=2cx, 

a laquelle se reduit la formule (26) quand on choisit convonablomenl 
la direction des a? positives. Si Ton nomme r la distance comprise 
entre un point (^,y) de la courbe ( 36 ) et le point sitae sur le dorni- 
axe des x positives a la distance jc de I’origine, on aura 

et, par suite, 

(87) /■ = a; -H |-c. 

Done cette distance sera equivalente a celle qui separcra lo. point (.«,,v) 
de la parallMe a I’axe des j a laquelle appartient I’equation 

(38) a:=— |c. 

Or on reconnait evidemment ici la propriete caracteristiqiie de la para- 
bole. 

Considerons en second lieu I’^uation (27), dans laquelle a surpas- 
sera &, si Ton a convenablement choisi I’axe des a;, et posons 

(89) a- — 

Cette equation donnera 

(tjo) (1 — £®) (a® — a;®)- 

De plus, si Ton appelle r la distance comprise entre le point (£t:,y) d(‘ 
la courbe (4o) et I’un des deux points situes sur I’axe des x a la dis- 
tance as. de Toriginc, on aura 

r-= (sc ± as)^ -t- (x ±: aey -i- (i — s^) (a‘— = (a ±: exy ; 

puis on en conclura, en ayant egard aux conditions £“< i, 
s^x^-Ca^, 

m 


r z=La±toc, 
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Done l(!S distances du point {(x:,y) aux deux points dont il s’agit 
s(U’ont 

(I £ iT', Q —f- Z X ^ 

e( la soinnie dc ccs distances sera constainment equivalente a 2a. On 
reconnait evidemment ici la propriete caracteristique de I’ellipse. 

(jOnsiderons cnlin Tequation (28) a laquelle on ramene I’equa- 
tion (29), quand on echangc entre dies, d’une part, les coordonnees 
■r, r ; d’autre part, les constantes a et Z>; et posons 

(:V-d a^+h^=a}s.'^. 

(avtte equation dounera encore 

— B^) {a;- — a-). 


I>ar suit(s si Ton appellc r la distance comprise entre Ic point (x,y) de 
la courhe (/| 3 ) et I’un des points situes sur I’axe des a? a la distance az 
de rorigine, on aura toujours 

r'^=: {adz exY; 

puis on en conclura, en ayant egard aux conditions £'>i, 

> a^, et supposant x positive. 


(dd) rzzzBxdza. 

Done les distances du point (x,y) aux deux points dont il s’agit 
seront 

BX — a, Bx + a, 


('t la difference de ces distances sera constamment egale a 2a. On re- 
connait evidemment ici la propride caracteristique dc I’hyperbole. 

Dans les Equations (89) et (42), la constante e est ce qu’on appclle 
Vexcentridtd de I’cllipse ou dc I’hyperbole. 

Lorsqu’une ligne du second degre offre deux axes principaux de 
positions d6termin6es, cette ligne ne pouvant fetre qu’une ellipse, ou 
line hyperbole, ou un syst6me de deux droites qui se coupent, les deux 
axes principaux sont ndeessairement perpendiculaires I’un a I’autre. 
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9-2 

C’esl, au reste, ce que Ton demontre sans pcino a I’aido d('s I'onnult's 
(i-) et (i8). En offet, nous avons vu quo. la ligne (r) a deux ax<‘s pidn- 
eipaux determines, lorsque les racines de requation (18) son! ineguE's 
ef diffiu-ent de zero. Or soient s., ces racines sii])pose(‘s inegait^s, (d 
ii, les Taleurs correspondantes dc tirees des formnli^s (17) on, 
ee qui rerient au meme, de Tune des suivanles 


( 45 ) 



I _ 


tang'i,, tang'jj, seront les deux racines dc requation 

g 

(4^) tanged/ -f- — tarig4; — i = o, 


que produit reliniination de^ entre les formiiles (4 *>)- aura done 

( 47 ) la ng 'di la ng '^2 = — ” I o u i h~ la ii g f j*! la u g : .u . < >, 

Or cette dernih’e formule exprime evidemment que les ax(\s pririeipaux 
correspondants aux racines s.^ se coupont a angles droits. Ajoutons 

que 1 equation ( 4 d), qui peut cncoi’e etre presentee sous I’line <l(>s 
formes 


t 4 S} 

(49) 


tang24-=-^^^, 

C(cos®i|/ — sin^t|^) + (B — A) sint|j cos^; ~ o, 


coincide evidemment avec requation (’i5). 

Dans le cas que nous venous de consideror, lo point d’interse.ctinii 

des deux axes principaux de la l.igne (i) est evidemment un centre, et 

meme le centre unique de cette ligne. Alors aussi un axe diarnetruL 

represente par la formule (ii), est toujours un v6rital)lo diametr<> de 

acourbe; et, comme le centre est necossairement silue sur tons les 

lametres, ses coordonnees, que nous d^signerons par y,, verilient 

a ormu e (i i), quel que soit I’angle t|/, par consequent les deux equa- 
tions ^ . 1 


(5o) 


A« + Cvh-D=o, C$ + Byi -1-E = o, 



(Icsquclles on lire 
( 5 1 ) 
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r_CE-BD _CD-AE 

^ ~ AB — C> ’ ''' ~ AB — V/- ■ 

(iclii pose, soil fc la valcur do, correspondante aux valours precedentes 
de ^ et do •/]. On trouvcra 

( 5o ) /.■ = A + B -0^ H- 2 C “YU- 9, D ^ 3 E'o = D ^ -h ll-n , 

ou, 00 qui rcvicnt au memo, 

, AE^ + BD=-2CDE 
(S.i) *= C--AB i 

ot, si lo diametre rcprescnte par requation (2) rencontre la ligne (i), 
la longueur intcrccptee par cettc ligne sur Ic memo diametre sera ogale 
au doubhi de la longueur /• determinee par I’equation 

(|ue Ton deduit de la fonnule (9) en prenanl u = k. 

Coneevons a present quo, dans la fonnule ( 54 ), on substitue sueccs- 
siv('ni(’,nt pour s les deux racincis de I’equation (18). Les valours eor- 
respondantos de r seront toutes deux reelles, ou Tune reclle ct 1 autre 
imaginaire, suivant que la ligne (i) sera rencontree par ses deux axes 
principaux ou par un seul d’entre eux, ou, en d’autres termes, suivant 
que la ligne (i) sera une ellipse ou une hyperbole. Dans la premiere 
hypothesc, les deux racines de I’equation (18) seront necessairement 
des quantites affect 4 es du memo signe que la difference K — et par 
consequent Ton aura 

(55) AB-C=>o, (A + B)(K- A)>o. • 

Dans la secondo hypothhso, les racines de I’equation (18) devront etre, 
Tune positive, I’autre negative, et en mcme temps la difference K k 
devra differcr de zero. On aura done alors 


(56) 


AB-C-<o, 


(K — A-)->o. 
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1 . centre de I’ellipse ou de I’hyperbole ci-dossus mentionne.^s d..vi.M.- 

,h-aitevidemmentun point decetteligne; en d’autres Inmies. I’clhi^se 

.c rMuiraitau point (^,-/]), et I’hyperbolc a deux <h-<.i(('s passant par 
cc memo point, si la difference K - venait a s’dvanouir. l>ar rouse- 
,picntrequation(i) representeraune ellipse reduil<‘a un point, (d sera 
vcrifieepar les seules coordonnees 




Si 1 on a 


,■ 57 ) AB-C=>o, K = /.-. 

All contraire, la memc equation representera une hyperbole rmluite a 
deux droites, si Ton a 

(581 AB-C'-<o, lv = /'. 


Entin, si Ton avait 


1,59) AB— C^>o, (A-l-B)(K — A') <; o. 


les deux racines de I’equation (1 8) etant alors affee.tei's d(‘ sigiu'S rdii- 
traires an signe de la difference K — les valours di' r, tiroes d«* la 
tdrmule (54), deviendraient imaginaires, et requation (1) ih‘ repre- 
senterait plus aucune ligne. 

Si les racines de I’equation (x 8 ) etaient differentes de zern, inaiN 
egales entre elles, alors, les conditions (20) etant renipHcs, retjua- 
tion (i) se rMuirait a 

'd-*0) 2 ^ tA = T’ 

A A-^ A 

ou, ce qui revient au meme, a 


et represenlerait un cercle ou un point, ou ne reprdsentorait rion, stii 
vant que Ton aurait 


on AK-t-D'-i-E— 


ou AK H- E®< 


AK-i-D=-i-E*>o, 


o 
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Commc on tircrait d’aillcurs dcs equations (20) et ( 53 ) 






il cst claii* quo tes conditions ( 55 ) seraient veritiecs dans Ic premier 
cas, los conditions (07) dans le second, ct les conditions (09) dans Ic 
(I'oisii'inc. 

Loi'squc Tequation (18) oUre line racine nulle, e’est-a-dire lorsqui' 
la condition 


((ia) AB-C^=o 

sc trouve remplio, on tire dcs formules (17), en clierchant la valeur 
de qui correspond a cetto racine, 

(03) t,ang4/ = — ^=-|. 


Alors aussi la formule (21), reduite a 
( 04 ) t,ang 4 /=:— 


est ou n’est pas verifiee, suivant quo la condition 


( 03 ) 


A_ C_D 
C “ R “ E 


est ou n’est pas remplie. Dans la premiere supposition, la formule (9 _) 
se trouve satisfaite, quelle quo soit r, ou ne peutl’etre, suivant quo les 
coordonnees verifientoune verifientpas I’equation (1), et par con- 
sequent cette equation nc pent representer que deux droites paralleles. 
11 est d’aillcurs facile dc s’en assurer, en observant que la condition ( 65 ) 
cquivaut aux deux suivantes 

(bO) A— -ji) 13 — jj) 

et qu’en vertu de ces derniferes I’equation (i) devient 



!)6 DISCUSSION DES LIGNES ET DES SlfllFNGES 
Ur la formiile ( 67 ), de laquelle on tire 

(dSi Dx + Ej ~ i d ^!jE(T»E -I- CK), 

ae prut represeiiter qu’un gysteme do droitos pai-allM(‘s. Gi's tiiomcs 
droites seront distinctes Tune de rautrt^ si I’on a 

{69) DE(DE + CK)>o. 

Idles so coiifondront, si Ton a 


(- 0 ) I)E(DE-r-CK,) = (., 

ot disparaitroat, si Ton a 
• 7') DE(I)Eh-CK)<o. 

Ajoidoiis que les conditions (65) ou (GG) pouvcnl otia? romp lac oos par 
lo systeme dcs formules 

(■ 2 ) AB-C2=:o, AE2-1-BI)2— aCDE-r. (t. 


Si la condition (65) n’idait pas romplic, on nojxnirrail plus salisfsu'n* 
ii rtnpialion ( 21 ) cn prenant pour.? la racinci nullo d(> rd(|iuUi()n ( i H ). 
ot pai consequent la ligno (i) n offrirait qu’un s(ud axo principal. Iloisc 
(•ette ligne no pourrait etre qu’une parabolo. 

A I’aide des principcs que nous venons d’otaldir, on ro.soudra san> 
peine ia question suiyante : 


PaoBLfiME II. — Elant donnee une equation du second de^^re vntre r/c//.r 
coordonndesreclanguMresx,y, determiner I'espccede la ligne rcpriLirnh e 
par eette, equation. 


Solution. — Supposonsles coefficients de requation ( 1 ) choisis dc 
maniere qu’clle coincide avec I’equation donn(ie.*Pour determiner i’e^- 
pkede la ligne du second degr6 que cellc-ci Yoprdsento. on <*ou.rncn. 
cerapar former et pardiscuter I’equation (x8). Admettons d’abomi quo 
cette dermere equation n’offre pas de racines nuUes. ou, on d’aiGrc. 
fermes, quei’en ait 


( 73 ) 


(AB-C^p>o. 
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traire, si la ligne (i) estune hyperbole, I’equation (77) n’offrira qu’uno 
racino positive, et, si I'on designe par u cette racine, 2ci sera I axe reel 
de I’hyperhole, e’est-a-dire, la longueur interceptee par cette courho 
sur I’axe principal qui la rencontre. Ajoutons que Tequation (2) repre- 
sentera une asymptote de I’hyperbole lorsque, en supposant i, yj deter- 
minees paries formules ( 5 o), on choisira I’anglc de manii're que la 
distance r deduite de la formule ( 54 ) devienne infinie, ct par conse- 
quent de maniere a verifier I’equation 

(78) s = o 

ou 

{79) Acos^q^ -H -t- 2 C cosi{j = o. 

Done les deux asymptotes de Thyperbole seront representees par I’e- 
quation 

(So) A(a; — — — — ■o) = o, 

que produit I’elimination de Tangle entre les formules (2) ct (7())- 
Remarquons d’ailleurs qu’en vertu des formules ( 5 o) et (02) Tequa- 
tion (80) pourra Mre reduite a 

(81) Ax--HBy*-H aCa;/ -h Dij; - 4 - E/= /f. 

Lorsque Thyperbole se transforme en deux droites, on a /fc = K, et Tc- 
quation (81) se reduit, comme on devait s’y attendre, a Tequation (i). 

Lorsqu’une hyperbole representee par Tequation (i) a pour centre 
Torigine meme des coordonnees, cette equation devient 

(8a-) Aa;*-|-Bj*-t- 2Ca;j = K; 

et, comme, dans cette hypothese, les asynuptotes passent necessaire- 
ment par Torigine, T^uation qui les represente se r6duit necessaire- 
ment a 

Aa;®-!- 2Ca;_y=:o. 

On arrive a la meme conclusion, en observant que, dans Thypotheso 
admise, on a D = 0, E = 0 et, par suite, ^ = 0. 
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Dans le cas ou I’hyperbole representee par I’^uation (i) n’a pas 
I’origine pour centre, I’equation (83) represente les paralleles menees 
par cette origine aux deux asymptotes. 

Il est bon d observer que la difference AB« — est negative, nulle 

ou positive, suivant que les valeurs de ^ tirees de I’equation (83) sont 

reelles ct inegales, ou egales ou imaginaires, c’est-a-dire, en d’autres 
termcs, suivant que I’equation (83) est propre a representer deux 
droitcs ou une seule droite, ou seulement I’origine des coordonnees. 
Ajoutons : 1 ° que, dans le cas oil la ligne (i) admet un centre, les 
coordonnees de ce centre, determinees paries formules(5o), sontpre- 
cisement les valeurs de a; et de j que fournissent les derivees de I’e- 
quation (i), prises successivementpar rapport aux deux variables a;, y, 
savoir 

(84) A.'T + C 74 - D 0 , Ca; + B 7 + E=::o; 

2 “ qu’il suffit de substituer ces valeurs de a: ct de j dans le premier 
inembre de Tequation (i), pour obtcnir la quantite designee par k; 
3° que, s’il existc un ou plusieurs points dontles coordonnees verifient 
les formulcs (84), un deplacement de I’origine transportee en un de 
CCS points rcduira I’equation (i) ii la suivante 

(85) + A-; 

4® que, si I’equation ( 1 ) ou (85) reprdsente une ellipse ou un systeme 
de droites paralleles, cette ellipse ou ce systeme de droites sera reel ou 
imaginaire, suivant que Ics coefficients A, B, dont le produit restera 
positif, en vertu de la condition AB — C^>o, seront des quantites 
affectees du meme sigue que la difference K — ou du signe con- 
trairc. 

Lorsque I’dquation (83) represente une seule droite, lacondition (65) 
est ou n’est pas remplie, suivant que les valeurs de x,y, tirees des for- 

mules (84), se presentent sous la forme ^ ou sous la forme -• 

Nous ferons remarquer encore avec quelle facilite on deduit des for- 
mules ( 2 ) et (ii) I’^uation d’une tangente mende k une ligne du 
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second degre par un point donnedecetteligne. En cffet, soient yj Ics 
coordonnees du point dont il s’agit. Pour quo la droite (2) so rediiiso 
a la tangente nienec par le memo point, il suffira quo la cordc mesureo 
sur cettc droite s’evanouisse, et quo Ic milieu de cette corde coincidt' 
avcc Ic point (?,y])- En d’autrcs termes, il suffira de clioisir Tangle 
de maniere que la formule (11) soit verifiee. Done, si entre cette tbr- 
inulc et Tequation (2) on elimine Tangle Tequation resultante, 
savoir 

(86) ( A| + Cn D) (a- — ^) (C^ -4- B-/1 + E) ( j — ■/]) = o, 

sera precisement celle do la tengente menee a la ligne (i) par le point 
(^, -/]). De plus, comme les coordonnees ■/] verifieront evidomment la 
formule 

(87) iCl-n + 2l)> -h aE-/] = K, 

Tequation (86) pourra etre reduitc a 

(88) (A| + Cyi+D)^ + (C|-+-By5 + E)7=:K-1)> -E-/]. 

Pour montror une application numerique des metliodes devadoppeos 
dans ce paragraphe, proposons-nous de trouver quelle cst la courbt' 
representee par Tequation 

(89) 2x^-+- — 3 a? — 4 / = n. 

Dans ce eas, la formule (83) deviendra 

2 6 -j- = o 

Oil 

( 90 ) (•*+j)(2a?4-3j)=rO, 

et representera deux droites distinctes; d’oii il suit quo la courbe (89) 
sera une hyperbole. De plus, les derivees de Tequation (89), pristis par 
rapport a a; et a j, savoir * 

( 9 O 4^ + 5y — 3 = 0 , 5x+6y — 4 = o, 

donneront pOur les coordonnees du centre 

( 9 ^) a?— 2 , y — — 1 , 
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cercles, se reduire a un point ou disparaitre, cliacuno des hyperboles 
pouvant se reduire a ses asymptotes, et chacune des paraboles a son 
axe ou a deux droites parallMes a cet axe. Dans ces divers cas, rune 
des deux lignes offrira toujours un axe principal ou des axes princi- 
paux paralleles a un axe principal ou a des axes principaux do I’antri*. 
D’ailleurs, etant donnee une equation quelconque du second degre 
entre trois coordonnees rectangulaires oo,y, s, si Ton coupe la surface 
que cette equation represente par des plans paralleles au plan des .r, 
/, les lignes d’intersection seront evidemment represent(u>s par des 
equations en x, y, dans lesquelles on retrouvera toujours les rneines 
termes du second degre. Done, puisque le plan des x, y est entiere- 
ment arbitraire, onpeutaffirmer que, deux sections etant faites dans 
une meihe surface du second degre par deux plans paralUdes, Tune des 
sections offrira toujours un axe principal ou des axes principaux paral- 
leles a un axe principal ou a des axes principaux de I’autre. 

§ II. — Discussion des surfaces du second degre. 

Soient x, j, 5 les coordonnees d’un point rapportees a trois axes 
rectangulaires. L’equation la plus generale des surfaces du socuiikI 
degre sera de la forme 

(1) Aa;^-i- 2D/.S -t- 2E2.r -t- iFxy + zGx -+- ally ■+• als K., 

A, B, C, D, E, F, G, H, I, K designant des quantiles constantes; et les 
^uations dune droite menee par le point (?, -q, Q. de manierc (ju’elle 
fasse avec les demi-axes des coordonnees positives les angles a, p, y 
renfermes entre les limites 0 , it, seront comprises dans la formule 

( 2 ) ^ — — _ s — K 

cosa cosp " cosy ' 

A.dmettons maintenant que le point q, Q coincide avec le miruvu 
d’une eorde de ta surface (i), et le point (a>, y, a) avec I’une des catrt- 
nutes de cette corde. Bn designant par ar ia longueur dc la eorde, et 
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posant, pour abreger, 

s = A cos“« H- B cos-p 4 - C cos*y 

4- 2 D cosp cosy 4 - aE cosy cos a 4 - 2 F cos a cos (3, 
ji=A ^2 4-BY]24-C?2 

4- sDyiJ 4 - 2E^^4- aF^vi 4 - aG^ 4- aHvi 4 - alj, 

on etablira sans peino, comme on I’a fait dans un precedent article 
{voir les pages 9 et suiv.), les deux equations 

(4) i/'*4-« = K, 

( (A^ 4- Fy) 4 - EC 4- G) cos« 

I 4-(F^4-BY)4-DC4-H)cos(3 4 -(E^ 4 -DY) 4 -CC 4 -I)cosy = o. 

La seconde de ces equations, si I’on y considere v], Z, comme va- 
riables, representera le plan diametral qui renferraera les milieux d’un 
systeme do cordes paralleles de la surface (i); et ce plan diametral 
deviendra un plan principal, c’est-a-dirc un plan qui sera perpendicu- 
laire aux cordes paralleles, de maniere a diviser la surface (i) en deux 
parties symetriques, si Tequation (5) subsiste en meme temps qiie les 
suivantes ; 

A cos a 4 - F cos (3 4 - E cos y 
cos a 

Fcoso[ 4 - B cosp -H D cosy 
cos (3 

Ecosa 4-D cosP 4- C cosy _ ^ 
cosy 

( 7 ) cos“« 4 -cos '(3 4 - cos®y= I. 

P’ailleurs on tire de la formule ( 6 ) 

1 (A — s)cosa4-Fcos(3 4-Ecosy = 0 , 

F cosa 4- (B — i) cos(3 4 - D cosy = o, 

Ecos« 4-D cos|3 4- (C — «)cosy = 0 , 

puis, en eliminant les angles a, y, 

•« 

( 9 ) ,(A - i) (B - s) (C - s) -D*(A - s) - EHB-i) -F* (C - ^) 4 - 2 DEF == o’; 
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ef, eii vertu do la meme formule, I’equation (;>) se nidiiil, a 
( lo) .?(; C 0 S 5 C + Yj COS(3 + ?COS}/) -H G eosa 4- II COS(3 H- I c-osy o. 

lintin Ton prouve aisement (woirles pages i 5 el suiv.) : i" (jiu' los trois 
racinesde I’equation (9) sont toujours reelles; 2'’ (jue, dans le eas oii 
ec*s racines sont inegales, les formulcs (8) fournisscnit des valeui-s cor- 
respondantes, reelles et determinees, pour los ([uantites eosot, eosfj, 
cosy; 3“ que, dans le cas oil deux racines de requation (9) devitninenl 
egales, les formules (8) fournisscnt un nombre intini de systeines (!(> 
valeurs de cosa, cosfJ, cosy correspondants a ces inenies racines, sa- 
voir, tons ceux qui verifient I’equation (7) ot la siiivante : 

( 1 1) EF cos a 4- FD cos P 4 - DE cos y ~ o. 

Cela pose, il cst clair que, pour cliaque surface du second degre, il 
existera toujours au moins deux plans principaux. En edet, i-oinnn' 
I’^uation (10) representera un plan determine, toutes les fois que les 
angles a, p, y auront des valeurs determinees, et la quantile s iiiu^ va- 
lour differente de zero, on peut affirmer quo la surfiuu' (i) olfrira dmix 
ou trois plans principaux, si deux ou trois raciiu's de I’equation (9) 
sont inegales et differentes de zero. Si la meme equation a ilaiix racines 
differentes de zero, mais egales entre dies, la surface (1) odVira une 
infinite de plans principaux correspondants a ccs racines ot aux di- 
verses valeurs de a, [3, y qui verifient les formules (7) et (i 1). Entin, si 
1 equation (9) admet une seiilo racine differente de zero, aver, dmix ra- 
cmes nudes, la premiere racine continuera de fournir un plan prin- 
cipal de la surface (i); et, comme on verifiera la formule (lo) en posant 
il la fois 

G cos<z 4- H cosp 4 - 1 eosy = o, 

les racines nudes correspondront edes-m6mes a un nombre infini di- 
plans principaux qui seront represent6s par des equations do la forme 

^ ^ COS a 4- YJ 008(3 -h ^ cosy m coast., 
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valeurs de a, ( 3 , y etant determinees par les equations (7), (i i) et 
3 ). On pent, au reste, verifier directenaent cette derniere assertion, 
effet, si I’equation (9) a deux racines nulles, I’equation (r) so re- 
Uira simplement a la formule (io 3 ) de la page 33 , e’est-a-dire a 


(1 5) 


DEF 


J 

E 


2Gx + 2I5 =: K, 


t representera un cylindre dont les generatrices, etant paralleles a la 
<^li*oito quo detorminent les deux equations 


( " 6 ) 


X 

D 


z 

E 


F 


o, 


C I 7 ) Gic -4- H j H- 1 s = o, 

l ormeront avoc les axes coordonnes les angles a, p, y qui verifient les 
toiunulcs (7), (1:1) et (i 3 ). Done tout plan represente par I’equa- 
tion (i4) sera pcrpondiculaire a ces generatrices, et divisera la surface 
on deux parties symetriques, en sorte qu’on pourra le considerer 
oomme un plan principal. Si les equations (16) et (17) se reduisaient 
u une soule, le cylindre sc transformerait en un systeme de deux plans 
P aralleles, et Ton pourrait ranger parnai les plans principaux, non seu- 
leinent un troisiemo plan qui diviscrait la distance dcs deux premiers 
en parties egalcs, mais encore tons coux qui leur seraient perpendicu- 
lairos. 

On nc pout supposer quo les trois racines de I’equation (9) s’eva- 
n ouissent, a inoins d’admottre que Ton a 


A = B=:C=:D==:E = F=:0, 


e/est-a-dirc, a moins d’admettre que la formule (i) cesse d’etre une 
equation du second degre. 

II est encore facile de s’assurer que, parmi les plans principaux rela- 
tifs a une surface du second degre, on pent toujours en trouver deux 
cqui se coupent a angles droits. En elFet, si deux ou trois racines de 
I’equation (9) sontinegales et different de z6ro, les plans principaux 
correspondants a ces racines seront, d’aprfes ce qui a ete dit dans un 

OEitpres de C. — S. II, t. VIII. j4 
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autre article (pages i8 et 19)* perpcndiculaircs 1 un a 1 auti c. Si la iiKiiiie 
equation a deux racines distinctes de zero, mais cgales ontro elles, il 
existera une infinite de plans principaux perpcndiculaircs aux divcrses 
droitesqui formeront avec les demi-axes dcs coordonnees positive's de's 
angles a, y propres a verifier la formulc (ii), ct, par consequent, 
tous les plans perpendiculaires a celui quo represente requation (16 ) 
seront des plans principaux. Or ces memes plans, c.onsideres deux ii 
deux, se couperont encore a angles droits. Entin, si requation (9) 
admet une seule racine differentc de zero avec deux racines nulles, fi' 
plan principal correspondant ii la premiere racine et les plans pritu'i- 
paux correspondants aux racines nulles devront toujours etre p{'rp('n- 
diculaires entre eux, puisque les normales a ces memes plans s('ront 
des droites perpendiculaires entre elles (ww- les pagt's 20, 21). 

Il est maintenant facile de resoudre la question snivante. 

PaOBLtME I. — Recherchcr quelks sonl les differenles especes de surfaces 
du second degre. 

Solution. — Comme nous avons prouve que, pour cliaque siirfaet' du 
second degre, il existc au moins deux plans principaux perpendieii- 
laires I’un a I’autre, on pourra les prendre {)Onr plans des y, s et des 
X, z. Alors I’equation de la surface nc devra pas etre alteree ([uand on 
y remplacera x par —x et jpar — j; par consequent, les terines qui 
renfermeront les premieres puissances de x et dej devront. s’evanouir. 
Done toute surface du second degre peat dire representee par une eqaaUon 
dela forme 

(18) K. 

Comme cette proposition sert do fondement a la solution du probli'ine 
qu’il s’agissaitde resoudre, il ne sera pas inutile d’en ollVir ici une se- 
conde demonstration, qui exige moins de calcul que la premiere. 

Etantdonnee une surface quciconque du second degre, on peut tou- 
jours choisir les plans reetangulaires fies x, y, des x, s ot des s, de 
manifere que le plan des coupe la surface, et que I’axe des x coin- 
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seraient, la premiere inferieure aB, la secondo comprisi* onlre A ct B, 
la troisieme superieure a A. La realite dos Irois rae.inc^s d(^ l’('‘([ua- 
tion (c) etant ainsi demontrec, on rcmarquera quo (!es (rois raciiu's lie 
peuvent s’evanouir a la fois, a moins quo. Ton n’ait A—o, H - o, 

D = 0, E = 0, F = o, c’est-a-dire a moins qne requafioii (/^) no oessi' 
d’etre du second degre. Done I’equation (c) ollrira (oiijours an moins 
une racine dilferente de zero. Ajoutons quo, si Ton siihstitue, dans 
I’equation (lo), des valeurs de cosoc, cos[3, cosy mirrospondanlos a c.os 
racines et propres a verifier les equations (8), ou plutdt I(‘s suivantes 

f (A — s)cosa-hEcosy = o, 

< (B — x) cos(3 -hD cosy 0, 

{ E cos a + D cosp -i- ( C — s) cosy ~ o, 

I’equation (lo) representera toujours un plan principal do la sur- 
face ( 6 ). Done, pour toute surface du second dogia'i, il I'xislo an ninins 
un plan piincipal, cest-a-dire un plan qui diviso la surfaoi* on dmix 
parties symetriques. Concevons, a present, quo ron pronin* oo plan 
piincipal pour plan des a;, L’equation de la surface iu‘ di'vra pas 

etre alteree quand on y remplacera j par -j. Done olio sera lU* ia 
forme 




“ 2114^^ H- 2i}a? 


D’adleurs, le plan desj, ^ pouvant etre choisi arhitrairomonl, pnurvii 
qud sort perpendiculaire a celui des a:, s, on [lourra siip[i<isor (ju’il 
renferme un axe principal d’une section faite dans la .surface par mi 
plan quelconque parallMe au plan des a;, 5; et alors il est elair quo Ics 
termes du premier degre en a; devront disparaitre dans la Ibrniulo (o 
qui se redmra simplement a I’equation (18). Doim I’eq nation ( iH ) ost 
propre a representer une surface quelconque du second degrb. 

Observons maintenant que, dans I’bquation (18), on pourra toujour- 
reduire a zero le coefficient 1, si la constante G n’.est pas nulio. ot la 
quantite K, si, C etant nulle, I differe de z6ro ; car, pour y parvenir, il 


sufiira de remplacer, dans le premier cas, s par 


yjjj ot, dans !e so 
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cond cas, z par s-h c’est-a-dire do transporter I’origine sur I’axe 

I K 

dcs s au point qui a pour abscissc — ^ ou Cela pose, Fequation (i) 
prendra I’uno des formes 

(19) C^^ = K, 

(ao) 2\z = o. 

Do plus, si Ton suppose les coefficients A, B, C, I, K dilferents de zero, 


il suffira do faire, dans la formule (19), 

A 

K ^ K ^ . 

et, dans la formule (20), 


A — ± d_, 
a* 



{a, h, c designant dos quantites positives), pour ramener ces formules 
aux deux suivantes : 


(22) 




2 


s 

C 


Or I’equation (21) comprend huit autres Equations, savoir : r° I’equa- 
tion 


qui represente un 
trois equations 

(' 4 ) 


ellipsoide dont les demi-axes sont a, b, c\ 2“ les 



(25) 


(26) 




t + t 



f! + z! 

a* ^ 
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(loot oliacune represenle un hypeiboloido a un(! nappe; . 3 " les tuns 

equations 


(27) 

{28) 

(29) 

dont 

tion 

(30) 




z=z\, 


f! _ ^ "" 

c 

-t- — =i 


chacune represente un hyperboloide a deux nappes; I cqua- 


~ ^ ’ 


qui ne represente rien, attendu qu’on ne pent y satisfaire par d.'s va- 
leurs reelles des coordonnees. Quant a la tormule (22), elle eoinpK n< 
les deux equations 


(31) 

( 32 ) 


— r 


f 


idr 2 “ j 
c 


a?' 6 * c 


dont la premiere represente un paraboloide clliptique ot la soconde un 
paraboloide hyperbolique. Si deux des constantes a, h, c (lovenui('n( 
egales entre elles, I’ellipsoide, Tbyperboloide a une ou a deux iiapins 
etle paraboloide elliptiquepourraientse reduire a des surfaces de re- 
volution. Si les trois constantes devenaient egales, l’ellipsoid(‘ se eliau- 
gerait en une sphere. 

Si Ton faisait evanouir, dans I’equation (19) ou (20), une ou plu- 
sieurs des constantes A, B, C, K, I, mais de mani^re quo cetto dqualion 
ne cessM pas d’^re du second degr6 en a?, r, s, on obtiendrait rune 

Aa;2 4-Bj^’-t-Cs-=:o, 

B/=-+-Cs^'=K, 

A«“-t-Bj®= K, 


des formules 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 



Ill 
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(37) 

B/^ + C5=.=:0, 

(38) 

C.3^ — 0 , 

(39) 

B/-= 0 , 

(-io) 

Aa;= = K, 

(AO 

B/- = K, 

m 

C^==:K, 

(43) 

d:- = 0, 

(44) 

’ = 0 , 

(45) 

3^=0, 

(46) 

2ls = 0, 

(47) 

2l3 = 0. 


Or requation (33) rcprescnte une surface conique du second degre, 
lorsque les trois conslantes A, B, G no sont pas des quantiles de memo 
signo, et I’origine des coordonnees dans Ic cas contraire. De plus, clia- 
cuno des equations (34). (35), (36) rcpresentc un cylindre elliptique, 
lorsque les coefficients du premier membre sont des quantites alfec- 
teos du racnae signo quo la constanto K; un cylindre hyperboliquc, 
lorsque ces coefficients sont des quantites do signes differents; et ne 
rcpresentc ricn, lorsqu’ils sont alfcctes du meme signo que la quantile 
— K. Cbacuncdes equations ( 37 ), (38), ( 89 ) represente Tun des axes 
coordonnes on deux plans qui renferment cot axe, suivant que les 
coefficients du premier membre sont do memes signes ou de signes 
differents. Cbacune des Equations ( 4 o), ( 4 i). ( 4 ^) represente- deux 
plans paralbiles a Tun des plans coordonnes, ou ne rcpresentc rien, 
suivant quo Ic coefficient du premier membre est ou n est pas affecte 
du memo signe que la constante K. Cbacune des equations (43)> (44)> 

( 45 ) rcpresentc un soul des plans coordonnes. Enfin les equations 

( 46 ) , ( 47 ) reprdsentent des cylindres hyperboliques. Ajoutons quo le 
cone et les cylindres elliptiques se transforment en cone et cylindres 
droits a bases circulaires, lorsque, dans les equations (33), (34)> (do), 
(36), deux des coefficients A, B, C deviennent egaux entre eux. 

En resumd, une surface du second degr 6 ne peut etre quun ellip- 
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soide, un hyperboloide a une ou deux nappes, un parabolokle elliptique 
oil byperbolique, un cone, un cylindre elliptique, liyperbolique ou pa- 
rabolique, enfin un systeme de deux plans qui se coupcnt, ou de deux 
plans parallMes. De plus, dans la discussion des surfaces quo repre- 
sentent des equations du second degre, il faut observer : i" que le cone 
peut se reduirc a un point, le systeme de deux plans qui se coupcnt a 
une droite, et le systeme de deux plans paralleles a un seul plan ; 2 ® que 
I’ellipsoide, I’hyperboloide a une ou a deux nappes, le paraboloide 
elliptique et le cylindre elliptique peuvent devenir des surfaces de re- 
volution; 3“ que I’eHipsozde peut se rediiire a une sphere; 4" que 
rellipsoide, le cylindre elliptique et les deux plans paralleles peuvent 
devenir imaginaires et disparaitre. 

Parmi les surfaces que nous venons d’enumerer, I’ellipso'idc, I’hy- 
perboloide a une ou a deux nappes et la surface conique, en supposant 
qu’on ne les reduise pas a des surfaces de revolution, sont les souls 
qui offrent un systeme unique de trois plans principaux et rectangu- 
laires entre eux. Si Ton joint a cos surfaces I’eHipsoide et I’liyperbo- 
loide de revolution, la sphere et le cone droit a base circulaire, on aura 
toutes celles qui offrent un centre unique, et, en memo temps, toutes 
cedes dans lesquelles il existe au moins trois plans principaux rcctan- 
gulaires entre eux, sans que jamais deux plans principaux puissent 
devenir paralleles Tun a I’autre. Le paraboloide elliptique, quand il ne 
sera pas de revolution, et le paraboloide byperbolique seront les seules 
qui offriront simplement deux plans principaux et n’auront pas d<^ 
centre. Le paraboloide de revolution offrira une infinite de plans prin- 
cipaux passant par un meme axe. Le cylindre elliptique, quand il ne 
sera pas de revolution, le cylindre byperbolique et le systeme de deux 
plans parallMes offriront une infinite de centres situes sur un memo, 
axe, avec une infinite de syst^mes de trois plans principaux et perpen- 
diculaires I’un a I’autre, chacun de ces derniers systemes etant com- 
pose de deux plans determines et passant par I’axe, et d’un plan quel- 
conque perpendiculaire a I’axe. Le cylindre droit h base circulaire 
“ffrira encore une infinite de centres situes sur un axe, avec une infi- 
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nite do systemos do trois plans perpendiculaires Tun a Fautre, et assu- 
jettis a la soulo condition que deux d’entre eux passent par Faxe, le 
troisiomo etant perpendiculairo a Faxe. Le cylindre parabolique offrira 
iiiKs intinite de plans principaux perpendiculaires aux generatrices 
avec un seut plan principal passant fiar Fune de ces memes genera- 
trices. Enfin, le systeme de deux plans paralleles offrira pour plans 
principaux, non seulemont un troisieme plan parallele, qui divisera la 
distance, dcs deux premiers on parties egales, et qui pourra etre consi- 
dere e.omme le lieu des centres, mais encore tons les plans perpendi- 
eulaires aux deux premiers. 

Dans le cas oil la surface (i) a un centre unique, les coordonnees 
Y], '( de ce centre sont determinees {voir la page i3) par les equations 

/ -l-FYU-ES-t- G = o, 

(/jH) ' F ^ -I- Bn -H D? + H — o, 

( E^-i-Dy)"+"C?-i-I — o, 

(hisipudles on tire 

(BC — D5)G-f-(DE -- CF)H+ (FD — BE)! 

ABC - AD“ - BE^ - CF=“ 4- 2 DEF ’ 

(DE-CF)G-^(CA -E*)Hh-(EF-AD)I 
ABC - AD^ - BE^ - CF“ -H 2 DEF ’ 

( F D - BE ■) G + ( EF - AD ) H -^ ( AB - F^ ) I 
ABC - AD“ - BE= - GF“ h- 2 DEF 

Alors la quantite 

(5o) A=:ABC-AD^-DE“-CF’'- 1 - 2 DEF 

dilfere. necessairement de zero. Reciproquement, lorsque cette quan- 
tite diffiiro de zero, les valours de yi, I: tirees des formules ( 49 ) sont 
tinies et determinees, et, en substituant ces valeurs dans la formule ( 2 ), 
on obtient les equations d’une droite qui ne peut rencontrer la sur- 
face (i) sans avoir avec elle deux points communs situes a egales dis- 
tances du point {I ri, 0- Done alors toute droite menee par le point 
(^, Y], 4) est un diam'etre, et ce point un centre unique de la surface. 

On arriverait a la meme conclusion en observant que la quantite — A 

j 5* 

OEmres de C* S, 11, t. YIII. 




(3a) 


3 i k 
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est precisement le dernier terme du premier membrc de requalioti (9), 
dans cette equation developpee et mise sous la forme 


(Oil 53- (A -i-B + C)s=-f (BC + CA + AR — I)^— E^ — F^.v - A o. 

Done, si Adiffere de zero, i’equkion (9) n’aura pas do racines riullos. 
Done alors a chaque direction principalo corresjiondra un soul ))lan 
principal reprfeente par la formule (10); et, commo il cxisto toujours 
au moins trois directions principales respeotivement porpeudioiilairos 
Tune a I’autre {voir la page 23 ), la surface (i) offrira ndcossairomont au 
moins un systeme de trois plans principaux qui so oouperonl, a aiijgles 
droits, mais elle n’offrira point de plans principaux j)aral lidos. Done 
cette surface sera du nombre de cellos quo nous avons sij^naldi's 
comme ayant un centre unique. De plus, si I’on ddsigiu' par k la valour 
de II correspondante aux valeurs de 7], 'C quo ddtormiiu’ut los for- 
mules (48), on trouvera 


/f — A |5 4 -BTn^-(-CC--+- 2Dr)? -T- 2EC£ + h- 4- ^ Uv) .(■ ;? (1^ 4.. I| yj .| ir, 

ou, ce qui revient au meme. 


(D^-BC)Gsh-(E3-CA)IF-!-(F3-AB)F 


Mi’j ; ivj 


et, SI le diametre represente par I’equation (2) rencontre la surfam' ( 1 ), 
la longueur intercepfee par cette surface sur le memo diamolim sma 
egale au double de la longueur rdeterminee par I’ckjuation 


( 34 ) 


r = 


K 


qjie I on deduit de la formule ( 4 ) en prenant a = 

Coucevons a present que, dans la formule (54), on siibsliloo su.m.e- 
swement pour s les trois racines de I’equalion (9). L„, ™lours eorroi- 
pondantes de r seront tomes trois rSelles, ou rone imaginniro ,M los 
deux autres replies, ou I’une rWle et les deux autros imagiaaires, su i- 
nnt qne la surface (,) sera renconWe par scs trois axes principaux 
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ou par deux de ces axes, ou par un seul d’entre oux, c’est-a-dire, (m\ 
d’autres termes, suivant que la surface (i) sera un cllipsoi'de, ou un 
hyperbolo'idc a une nappe, ou un hyperbolo'ide a deux nappes. Done, 
si Ton fait, pour abreger, 

(55) 

s 

les trois valours de R, determinees par les formules (5i) et (55), ou, 
en d’autres termes, les trois racines de I’equation 

( 56) lU - ( BC + CA -h AB - - E“- - F-) — + { A 4- B C ) R - Oi: 

seront positives dans la premiere liypothese. Done cette equation, en 
vertu de la regie de Descartes (*), offidra trois variations de sigm*, (■( 
les trois produits 

/ (K-A-)(A + Bh-C), 

(57) (K„/f)(A-t-B + C)(BC + GAH-AB --D‘- — E^--F^-). . 

( (K-/0(BC-h-CAH-AB~D2-E--F=)A 

seront positifs. Au contraire, dans la seconde hypothese, deux valours 
de R etant positives et la troisiemc negative, I’equation (56) offrira 
deux variations et une permanence de signe; par consequent, deux des 
produits (Sy) seront positifs, et le troisieme negatif. Enfin, dans lader- 
niere hypothese, deux valours de R etant negatives et la troisikno po- 
sitive, un seul des produits (Sy) sera positif, et les deux autres seronl 
negatifs. Si les produits (Sy) etaient tous les trois negatifs, les trois 
valours de r, fournies par I’equation (54), deviendraient imaginaires, 
et I’equation (t) ne representerait plus aucune surface. 

Comme les trois racines de I’equation (56) sont toujours reelles, Ic 
second et le troisibme terme ne peuvent disparaitre simultanement, 
lorsque les quantites K — et A different de z6ro. Alors aussi run de 

:# 

(‘) Cette application de la rfegle de Descartes k la discussion des surfaces du second 
degrd a 6td donn4e pour la premiere fois par M. Petit {voir le Tome If de la Correxpnndanca 
sur I’icole Polftechnique, publi^e par M. Haebette). 



116 


DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 

ces termes ne peut disparaitre sans que le tcrmc precedent et l(i ternu' 
suivant se trouvent affectes de signes contraircs. 11 est aise d’cm eon- 
clufe que, si, A n’etant pas nulle, deux cles produits (5j) vieninuit ii 
s’M-anouir, I’equation (i) representera un hyperlioloido a une nappe 
ou a deux nappes, suivant que le troisieme produit sera positif nil iie- 
gatif. 

II importe d’observer que, les quantites A et K - k ntant dillerentes 
de zero, les racines positives de I’equation (5G) seront lui nniulire 
impair ou en nombre pair, suivant que le produit 

(oS) (K-A-)A 

sera positif ou negatif. Par consequent, I’equation ( i) rcjiresiuiteriu 
dans la premiere hypothese, un ellipso'idc ou un hyperboloide a deux 
nappes, tandis que, dans la seconde liypotbese, Ja mcme equation 
representera un hyperboloide a une nappe, ou no represenli'ra rieii. 
Ajoutons que, dans la seconde hypothese, les sections laites par les 
plans coordonnes, et representees par les formules 

(%) + + -l-2Hj+-2la = K, 

I*’®) C-s® + Aa;*-I- -H 2 1 :3 H- aGa? = K, 

051) A ^ B ^2 2 p 2 G ^ 4- 2 H 7 =: K , 

seront des courbes reelles si I’equation (i) est cello d’un hyperlHdoidi- 
a une nappe, et disparaitront entibrement si cetto e({iiuti<)n uu repre- 
sente rien. Done alors, pour que la surface (i) existe, il sullira (pie 
Tune des differences 

(62) BC-D^ CA-E% AB-F* 

soit negative, ou que, ces trois diffbrences bfant positives, run des 
produits 

(63) (B-^ C) CK-,^,), (C + A)(K^>0, (A 4* B) (K - /f-,) 

soit negatif, &„ k^, k, designant trois quantites determinees par les 
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Ajoutons que I’equation ( 5 i) offrira deux racincs egalcs, si Ton a 


(70) 


A- 


EF „ FD 


=:C- 


l)E 

F' 


(voir la page 21) et trois racines egales, si Ton a 
(70 A = B=:C, D == E F O. 

Si, A n’etant pas nulle, la difference K — /t s’evanouissait, en sorte 
qu’on eut a la fois 

(73) A 5 >o, K = A', 

la formulc (Sa) donnerait 

(78) A^-H- Bfl^-l- C?^ 4 - 2Dt)C 4 - 2ECI 4 - 2F^r) -h 2G^ -f- 2 II Y1 4 - 2IC K; 

et, par consequent, I’equation (i), etant verifiee par Ics valours do 
y], ‘C tirees des formules (49)> nc pourrait representor qu’une surface 
dont le centre serait unique et situe sur cette memo surface. Done la 
surface (i) serait necessairement un cone qui aurait pour sommet le 
point (^, V], (,) et qui pourrait se reduiro :i ce point. Dans la memo 
liypothese, il suffirait d’attribuer a plusicurs ou memo a une seule des 
quantites A, B, C, D, E, F, G, H, I des accroissements infinimcnt petits, 
pour transformer I’equation (i) en une equation du memo genre, dont 
les coefficients ne verifieraient plus la seconde des conditions (72), et, 
par consequent, on une equation propre a representer un ellipsoide 
reel ou imaginaire, ou un hyperboloidc. Alors rordopnee do la surface 
conique ou la valour de s tiree de I’equation (x) pourrait ctre conside- 
ree comme la liinite vers laquelle convergerait la valour de s tiree de 
la nouvelle equation. D’ailleurs la seconde valeur de s ropresentera 
I’ordonnee d’un ellipsoide imaginaire ou d’un ellipsoide reel, mais 
dont les axes seront infiniment petits, et deviendra, par consequent, 
imaginaire pour toutes les valeurs de a;, y qui ne seront pas sensible- 
ment Egales aux coordonnees v] du centre de I’cllipsoide, si les con- 
ditions (67) sontverifiees; tandis que, dans le cas contraire, elle repre- 
sentera 1 ordonnee d’un hyperboloide et ne cessera jamais d’etre reelle. 
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nectissaircmcnt iin paraboloidc o.lllptique ou liyporboliquo, si I’equa- 
(ion (9) offre utio racine nullc corrcspondanto a dos angles a, y qui 
lie verifient pas la condifion (i 3 ), ct di'ux autres racinos inegalcs; un 
paraboloidc de revolution, si I’equation (9) offre une racine mille cor- 
respomlante a des angles qui no verifient pas la condition (r 3 ), et deux 
autres racines egales entre olles; un cylindre elliptique ou byperbo- 
lique qui pourra devonir un cylindre droit a base circulaire, ou se 
reduire ii un systiune de deux plans non paralleles, si requation (9) 
effr.c une racine nulle correspondante a des angles qui verifient la con- 
dition (i 3 ), et deux autres racines inegalcs ou egales; un cylindre 
parabolique, si I’equation (9) offre deux racines nulles determinees, 
et si, en meme temps, les equations (tG), (17) sont distinctes I’une de 
rautre; enfin, un systeme de deux plans paralleles, si requation (9) 
offre deux racines nulles, et si, en memo temps, les formules (iG), (17) 
se reduisent ii une seule. Parmi ces surfaces, les seulcs qui ne soient 
pas dcpourvucs de centre serontlc cylindre elliptique ou hyperbolique, 
etle systeme des deux plans paralleles ou non parallbles ; e’est-ii-dire 
les surfaces qu’on obtiendra lorsque, I’equation (9) ayant une racine 
nulle, les valours correspondantes de a, p, y verifieront la formule (t 3 ), 
ou lorsque, I’equation (9) ayant deux racines nulles, les diverscs va- 
lours de a, p, y correspondantes a ces racines, e’est-a-dire les diverse^ 
valours propres ii verifier les formules (7) et (ii), rendront identique 
requation (i 3 ). II est d’ailleurs facile de s’assurer directement que, 
dans le cas oil toutes les valours de a, p, y, d6duites des formules (8) 
ii I’aide de la supposition s=o, verifient encore la formule (i 3 ), la sur- 
face represent^e par r6quation (i) offre une infinite de centres situes 
sur un axe ou sur un plan "parallble au plan que represente IVifua- 
tion (17). En effet, supposons d’abord que, parmi les trois equations 

/ A cos (3c H- F cos ( 3 -4- E cosy = o, 

(7®) I F cosa -+- B cosp -t- D cosy --•= 0, , 

( E cosa -+■ D cosj 3 ■+■ C cosy 6, 

il y en ait deux, par exemple, les deux premiferes, qui soient distinctes 
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coefBcients A, B, C, D, E, F, G, H, I verifient, non seulement la con- 
dition 

(83) E(FD -BE)-+-D(EF-AD)4-C(AB — F®) = o, . 
qiii n’est autre que la formule (74)^ niais encore la suivante : 

(84) G(FD— BE) + H(EF-AD) +I(AB — F-^)=:o. 

Cela pose, il est clair que, dans I’hypothese admise, les deux premieres 
des equations ( 48 ) fourniront des valeurs finies et determinees des 
deux inconnues i, q, exprimees en fonction de ‘C, savoir, 

/orN ,_FD-BE,. , FH-BG EF-AD FG-AH 

aB — F^ AB — F® ’ . ^ “ AB — F^ AB — F ’ 

et que ces xaleurs, suLstituees dans la troisiemc des equations (48), la 
verifieront quelle que soit (. Done alors il existera unc droite unique 
et determinee, dont les coordonnees y], ( satisferont aux trois equa- 
tions (48); d’oii il resulte qu’elle sera comprise dans les divers plans 
diametraux representes par la formule ( 5 ), ainsi que dans les plans 
principaux correspondants a celles des racines de I’equation (9) qui 
dilFereront de zero.'Ajoutons : 1° que la memo droite sera perpendicu- 
laire en cliacun de ses points a Fun des plans principaux et paralleles 
entre eux qui correspondront a la racinc nulle do I’equation (g); 
2® que les plans principaux qui passeront par cette droite, reduits ii 
deux plans determines, si I’equation (9^ n’a pas de racines egales, et 
pris deux a deux dans le cas contraire, seront perpendiculaires Fun a 
Fautre. Done chaque point de la droite dont il s’agit, etant le point 
d’intersection de trois plans principaux et rectangulaires, sera un 
centre de la surface representee par Fequation (i). 

Supposons maintenant que chacune des equations (76) so confonde 
avec les deux autres, et que toutes les valeurs de cosa, cos^, cosy 
propres Ji verifier Fune d’entre elles avec la formule (7) verifient 
encore Fequation (i 3 ), On aura necessairement 

A -F :E : G F : B : D : H E : D : C : 1; 


( 86 ) 
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et, par suite, les trois equations (48) se reduiront a une seule qui repre- 
seiitora iin plan determine, aveclequel coincidei’ont tous les plans dia- 
metraux ropresentes par la formule (5). De plus, ce plan etant paral- 
lel(i a celui que determine la formule (i6) ou (17), et par consequent 
!i toutes les directions principales correspondantes aux deux racines 
nulles de requation (9), coupera certainement a angles droits la direc- 
tion |>rincipale correspondante a la troisieme racine, et sera un plan 
principal. Enlin, comme tous les plans qui seront perpendiculaires a 
(udui-ci couperont a angles droits des directions principales correspon- 
dantes aux racines nullcs, ils seront encore des plans principaux. Cela 


pose, il est clair (fue tout point du plan represente par Tune des equa- 
tions (48) sera le point d’intersection de trois plans principaux per- 
pendiculaircs Tun a Fautre, et., par suite, un centre de la surface (i). 

II iinporU' d’observer que, dans tous les cas oil la surface (i) olfrira 
niK' infinite de (umtres, les coordonnees de ces divers centres, etant 
subst.itiices dans Fequation (Sa), fourniront uae valeur unique de la 
e.onstante k. En elTet, su|)i)osons d’abord quo, deux des equations (76), 
par ('.xeinpb' les deux premieres, etant distinctes Fune de Fautre, on 
(Ml (Idduise des vabuirs de cosa, cosp, cosy propres a verifier la for- 
mula (t3). Alors la condition (77) sera remplie, c’est-a-dire que 
dillerera d(' zero; puis, en combinant Fequation (52) avec 
b's formules (85), et ayant egard a la condition (84), on trouvera. 


quelle que soit 


AID- 2FGH -H BG’- 
F^-AB 


En d’autres termes, on aura 




la valeur de A, etant celle quo determine la formule (66). On trouve- 
rait de mfime, en supposant la troisibme des equations (76) distincte 

de la premiere ou de la seconde, 

kz=:ki ou k = ki. 

Done, si, la surface (i) ayant u»e infinite de centres, les equations (76) 
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ne se reduiseiit pas a une seule, la formula (Ss) donnera generalement 
(8~) k — — — 

les valeufs de /•, , k.;,, etant cellos que determinent les equations ( 04 ) , 
(05), (00). On aura done necessairement, dans cette hypothese, reqiia- 
(ion de condition 

(SS) ki~k,= k. 

Oil 

, ^ , BP - 2 DHI -h CH^ _ CG^ - 2 EIG - AP _ AH^ - a FGH -f- B G-' 

(*^9) -- “ E--CA . 

Seulement, si I’unc des diflerences 

(go) BC-D^ CA — E^ AB — F'^ 

* . ■ 

venait a s’evanouir, I’unc des quantites k^, k.,, /c., so presenterait sous 

la forme -• 
o 

Supposons, on second lieu, les equations ( 7 O) reduites a unc seule 
qui s’accorde avec I’equation (i3). Les conditions (80) seront veri- 
fiees, et la surface ( 1 ) ne pourra etre qu’un systeme d(i deux plans 
paralleles a un troisieme plan qui, etant le lieu des centres, sera rcjire- 
sente par cliacune des equations ( 48 ). Or on tirera de ces deriiieres 
equations, en ayant egai’d aux conditions (80), 

(91) + Hn •+- 1 ? — — — — B" ” ~ r"’ 


et par suite la formule (.52,) donnera 


(92) 


__(p_ 

~ A ““ B “ C’ 


quelles que soient les coordqnnees q, X, qui pourront roster arbi- 
traires. Alors aussi les coefficients A, B, C, D, E, F, G, H, I verifieront 
necessairement I’equation de condition 


G“ _ P 
A ^ B’ ~ € 


( 93 ) 



HI hf'JilH-: 


1:^:; 

j ,|jj,. 1,1 -.IM'Ij. <5-^1! I'f MU rihpl Hj}i»* ITlIllil rt 

ii;:j * h \ I Im »i n| in- !'rninl iUi -h^ nfif'iiin »!i’ lirliV jil.iil''* tjlil 

^ mu un •■■I. rill’’ sir ^lr-u\ jiliU". j nuii 1 f s" rnfhiif^ a mi '•aiiJ 

|,., *lr ; ,, . l*^**i*^'’’ '* 1*“’’' luriiililr^t |H Hall’'*^ 

5 ,,. , , n !‘ri|u,il i^iU s I nl paf iUti' la Gainin'' <lt* /*. ilntii'*^ 

p ,j |j H»iiiruSr ? *^n ^ ^ ^nnlir la ilrs liailill" 

I a.n ' ' ' ” 

|.|j^,,, rm ‘->1 r «.jnr, "'‘i* f|Maiililr I’laill liulh’t 1*1 ^lirfa*‘f* I. I I 

I i, |,,.ut vss*" 4r' .1 « iHir's ^ '^aiil';n r li‘iijnur> rmlli'i I'ji lifti. 

.JJJ,,,,. .lu ,r.'il5#M'4 .Vj-Iilr faviun's 4r i’lijliailiUl ^ 

m i|nr^ Ir'n %ainiH'-. rofras jMMnlaHirH Av 
,ir|. > nnm r". par |r--.. iMfinMl* r- i '-a m*.- u"ii.!i«iil pa-’* r»iliialiMtt il *1, 

sj I*. a MU 1 :* m r’liuru uHmI r.m'rfiMiil, uu iinuin liiu* iirfuir' 

,jin, 4arr'> rrilani Huiiir i!i*iiil-ii\<'r <lrs 

I.'., •/, >. V> '■’ '“ ‘’'''* ' *■' '''” 

l.,ii. tiH' .uri'i- sti*' 1 «*U«‘ ilfJHJf •i-j»iiii if' I'Miiu* « w f,. •' 

I j.u ni ■ , ■ . * mr aur a 


,J .x:'1 ,i/ \ ,'>f 


1.. 4r%.inJ .'U!^ 1|1>«' l.( .liHlau.M* r <»<'»•.! 

SMI vpn. .M.i »Hi siiiliv. I»'«ilii-ur^. I’oh .u!>:4iliir 

,!.„./r.',|n.,iMMi ri ':t 4r- r. V. s iinWH.lr la riirmul<<U»j >. '•« 

v, I'.M, " ■ .‘, la ViiNir «n F*’ 

1., |H.'(i....rr a»--» l'..rin«*ii-* i U ri-'liul » i-ii av.iiil 


M 


' , r 3» ■> ll«'«»*;i ‘ ‘ « : 1^. 


• s), . I- ijlH r<«n-'k'''Hl m 

fjh ; 


h ■■ II 


r ^"v. 


i$ rMm < il - ^ i ■' 


...■In,:-.', l« '’• --4- UJ^V) 

•M*. Mili'Hi' ff»*ll** iImm* ii *i» r, jwiiri'ii *}»»*’ aiw tiaps** «■« 


Hr 1 1 I'^^i 


1^1 .V 


# 



1-26 


DISCUSSION DES LIGNES ET DES SURFACES 

double signe de maniere a rendre le second membre positif, c’est- 
ii-dire pourvu qiie Ton prolonge dans un sens convenable la droite 
menee par le point rencontrera toujours 

la surface (i), qui sera necessairement reelle. Nous savons, d’ailleurs, 
que cette surface ne pourra etre qu’un paraboloide elliptique ou liyper- 
bolique. 

Supposons en second lieu que deux racines do I’equation ( 9 ) s’eva- 
nouissent, mais que les divers systemes de valeurs de cosa, cos^, cosy, 
qui correspondent alors a ces deux racines, et qui sont en nombrc 
infini, ne verifient pas tons I’equation (i3). Si Ton emploie iin de ces 
systemes, la droite que determine la formule (94) rencontrera encore 
la surface (i) a une distance tinie du point (^, yj, ‘C), toutes les fois que 
I’equation (i3) ne sera pas ve rifle e. Done la surface (i) sera reelle. Nous 
savons d’ailleurs qu’elle ne pourra etre qu’un cylindre parabolique. 

Faisons voir maintenant comment on peut, en partant de I’equa- 
tion (i), distinguer le paraboloide elliptique du paraboloide hyperbo- 
lique, le cylindre elliptique reel ou imaginaire, ou reduit a son axe, 
du cylindre hyperbolique ou de deux plans qui se coupent, cnfm le 
systeme de deux plans paralleles et reels ou un soul plan reel du sys- 
teme de deux plans imaginaires. Pour y parvenir, il sulFira de substi- 
tuer a I’equation (i) une autre equation du meme genre, savoir, cclle 
qu’on obtient quand on attribue aux coefficients A, B, G, D, E, F? ou 
Fun d’eux seulement, un accroissement infiniment, petit, de manien; 
que la quantite A cesse d’etre nulle, et que la quantite K — X: differe 
de zero. Alors la surface (i) se trouvera transformee en une autre quo 
nous nommerons surface auxiliaire, et qui, offrant un centre unique, 
ne pourra etre qu’un ellipsoide reel ou imaginaire, un hyperboloide a 
une nappe, ou un hyperboloide a deux nappes. Or il est clair : i" que 
la valeur de z en x ety, fournie par I’equation de la surface auxiliaire, 
aura pourlimite la valeur de s fournie par I’equation (i); 2 ° que les 
trois valeurs de s relatives aux axes principaux de la surface auxiliaire 
auront pour limites les trois racines de I’equation ( 5 i), et que, en con- 
sequence, une ou deux de ces valeurs seront infiniment petites suivant 
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que r^uation ( 5 i) offrira une ou deuxracines nulles, tandis que les 
deux autres valeurs, ou du moins la derniere, se reduiront sensible- 
ment aux deux racines de I’equation 

(97) . 9 =— ( A -h B + C)^ + BC H- CA + AB - D^ — E'^- o, 
ou a la racine unique de la suivante 

(98) „ s — (A -i- B + C) = o; 

3 ° que les longueurs interceptees par la surface auxiliaire sur ses axes 
principaux, et correspondantcs a des valeurs fmies de s, auront pour 
limites les valeurs reelles et fmies de 2\/r, auxquelles on parviendra 
en combinant la formule ( 54 ) avec I’equation (97) ou (98); c’est- 
a-dire, on d’autres termes, que les axes reels de la surface auxiliaire 
qui correspondront a des valeurs finies de s auront pour limites les 
valeurs reelles de 2 \/R determinees par la formule 

( (BC- 1 -CA-+-AB-D=-E’'-F 2 )R”' 

(99) 

I - (A + B + C) (K-A-)R + (K-A)^r;.o, 
ou par la suivante : 

(100) (A-j-B-i-C)R-(K~A-)=:o. 

Done, si la surface (i) offre une infinite de centres situes sur un meme 
axe ou sur un meme plan, les valours reelles et positives de 2 \/R tirees 
de I’equation (99) ou (100) exprimoront precisement les axes reels ou 
I’axe reel de la section faite dans la surface (i) devenue cylindrique 
par un plan perpendiculaire a la ligne des centres, ou la distance des 
plans paralleles dont le systeme sera represente par I’equation (i). 
Remarquons, d’ailleurs, que I’equation (99) admettra deux racines 
positives, ou en aura une seule, ou n’en aura aucune, suivant que les 
premieres des deux expressions (Sy) seronttoutes les deux positives, 
ou I’une positive, I’autre negative, ou toutes les deux negatives; et 
que, en consequence, si la surface (i) est cylindrique, la section faite 
par un plan perpendiculaire a la ligne des centres se reduira ou non a 
une hypefbole, suivant que le produit de ces expressions, qui pourra 
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etre remplace par le polynome 

(loi) ■ BC -h CA -1- AR — D • — E® — F-, 

sera lui-memc positif ou negatif. Observons enlin quo. si, la quantite A 
etant nulle, la surface (i) reste depourvue de centres, cettc surface no 
poiuTa etre qu’un paraboloide dont I’axe principal correspondra tou- 
joiirs a la racine nulle de I’equation (.5i), ot qu’olle sera, en effet, un 
paraboloide hyperbolique ou elliptique, suivant quo la section faite 
dans la surface auxiliaire par le plan principal perpendiculairc a I’axe 
du paraboloide sera ou ne sera pas une hyperbole, c’est-a-dire, en 
d’autres termes, suivant que les deux racines do I’equation (97) seront 
de signes contraires ou de memo signe. Cola pose, requation (i) repre- 
sentera evidemment un paraboloide elliptique, si Tequation (5i) olfre 
une seule racine nulle correspondante a des valours do a, y qui no 
verifient pas la formulc (i3), et si en menae temps le dernier torino 
de Tequation (97) ou le polynome (loi) est positif; un paraboloide 
hyperbolique, si I’equation (5i) offre une racine nulle correspondante 
a des valeurs de oc, p, y qui ne verifient pas la forraule (i3), et si en 
meme temps le polynome (roi) est negatif; un cylinclrc elliptique, ou 
hyperbolique, ou imaginaire, si I’equation (5i) offre une seule racine 
nulle correspondante a des valeurs de a, y qui verifient la for- 
mule (i3), savoir : un cylindre elliptique, si les deux premiers des 
produits (07) sent positifs, un cylindre hyperbolique, s’ils sont run 
positif, Tautre negatif, etun cylindre imaginaire, s’ils sont tous deux 
negatifs; un cylindre parabolique, si I’equation (5i) offre deux racines 
nulles correspondantes a des valeurs de a, p, y qui no verifient pas 
constamment la formule (i3); enfm, deux plans parallbles, si I’equa- 
tion (5i) offre deux racines nulles correspondantes k une infinite de 
systemes de valeurs de oc p, y qui tous verifient la formule (i3). Ajou- 
tons : 1® que le cylindre elliptique se transformerait en un cylindre a 
base circulaire, si, dans I’equation (5i), les deux racines different.es 
de zero devenaient egales entre elles; 2® que le cylindre elliptique ou 
hyperbolique se trouvera ireduit a une droite ou au systfem*e de deux 
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que produit I’elimination des angles a, p, -y entre les formules (2) et 
(io 3 ). Le cone determine par cette nouvelle equation est ce qu’on peut 
appeler le cone asymptotique de Thyperboioide propose. Remarquons, 
d’ailleurs, que, en vertu des formules (48) et ( 52 ), I’equation (104) 
pourra etre reduite a 

(10 5 ) B Cs^-i- 2j) ys -+- aEsoc -y zFxy-^ 2 Gx -1- 2HJ' -H 2I3 k. 

Lorsquc la surface (i) se transforme en unc surface conique, on a 
^=: K, etla formule (io 5 ) se reduit, comme on devait s’y attendre, a 
i’equation (i). 

Lorsque I’liyperboloide represente par I’^uation (i) a pour centre 
I’oi’igine meme des coordonnees, cette equation devient 

(106) Ey^-h Cs^-f- 2j)yis H- 2Esx -+-2Fxy = K, 

et I’equation du cone asymptotique se reduit necessairement a 

(107) Ax°-i~By--h Cs‘-h- 2Dyz 2Ezx -h 2Fxy = 0. 

S’il arrive, au contraire, que I’hyperboloide n’ait pas Torigine pour 
centre, I’equation (107) representera, non plus le cone asymptotique, 
mais un cone semblable qui aura pour centre I’origine et pour gene- 
ratrices des droites paralleles aux generatrices du cone asymptotique. 

Lorsque I’equation (i) cesse de representer un byperboloide, la sur- 
face (107) peut se transformer en un systeme de deux plans non paral- 
IMes, ou meme se reduire a un seul plan, ou k une seule droito, ou a 
un seul point. II est d’ailleurs facile de reconnaitre quelles sont les 
diverses formes de la surface (107) qui correspondent a des formes 
determinees de la surface (i). En elfet, comme dans les Equations de 
ces deux surfaces les termes du second degre offrent les memos coeffi- 
cients, la formule ( 5 i) ne variera pas quand on passera d’unc surfacc 
a rautre. Cela posd, on deduira facilement des remarques que nous 
avons faites sue la formule (5i) les conclusions suivantes. 

Si Fequation ( 5 i) oflPre trois racines egales ou inegales, mais de 
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memo signe et differcntes de zero, Tequation (i) representera uii ellip- 
so'ide reel ou imaginaire qui pourra se reduire a uiie sphere ou a un 
point, et on memo temps I’equation (107) representera un point 
unique. Si reqiiation (5i) olfre trois racines differcntes de zero, et qui 
no soicnt pas toutes de memo signe, la surface (i) sera un hyperbo- 
lo'idc a unc ou deux nappes, qui pourra se reduire a un cone, et en 
memo temps I’cquation (107) representera une surface conique. Si 
Tequation (5i) offVe une racinc nulle et deux autres racines differcntes 
do zero, mais affccteos du meme signe, la surface (i) sera un parabo- 
loide elliptique, ou un cylindre elliptique qui pourra se reduire a son 
axe, ou devenir imaginaire, et en meme temps I’equation (107) repre- 
sontcra une droite. Si Fequation (5i) offre une racine nulle, avec deux 
autres racines differcntes do zero, mais affectees de signes contraires, 
la surface (i) sera un parabolo'ide hyperbolique, ou un cylindre hyper- 
boliquc qui pourra se reduire au systeme de deux plans non paralleles, 
et rinfuation (107) representera un semblable systeme. Enfin, si I’e- 
(] nation (5i) offre deux racines nulles, la surface (j) sera un cylindre 
parabolique ou un systeme de deux plans paralleles qui pourront se 
reduire a un soul ou devenir imaginaires, et Tequation (107) repre- 
sentcra un plan unique. Done, en resume, les diverses surfaces qui 
pourront etre representees par I’equation (107) se reduiront a un point, 
si I’equation (i) ropresente un ellipsoide; a une surface conique, si 
I’equation (i) ropresente un hyperboloide ou un cone; a une droite, si 
la surface (i) cst un parabolo'ide elliptique ou un cylindre elliptique; 
au systeme de deux plans non paralleles, si I’equation (i) represente 
un paraboloide hyperbolique ou un cylindre hyperbolique; enfin a un 
seul plan, si Fequation (i) represente un cylindre parabolique ou un 
systbme de deux plans parallfeles. II est d’ailleurs essentiel de se rap- 
pclcr : 1° que Fellipsoide peut se reduire k une sphere ou a un point, 
le cylindre elliptique b une droite, le cylindre hyperbolique a deux 
plans non parallfeles, et le systeme de deux plans paralleles k un seul; 
2“ que Fellipsoide peut devenir imaginaire, ainsi que le cylindre ellip- 
tique et le systfeme de deux plans parallfeles. Quant k la distinction des 
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cUverses formes que peut offrir la surface (107), on peut I’effectuer 
tres simplement en resolvant I’equation (107) par rapport a Tune des 
variables oe, j, s. Ajoutons que, pour distinguer les unes des autres les 
diverses surfaces que peut representer I’equation (i), pour une forme 
donnee de la surface (107), il suffira le plus souvent de recberclrer s’il 
existe des points qui puissent etre consideres comme centimes de la sur- 
face (i), et si ces points sont situes sur la surface. On y parviendra 
sans peine a I’aide des formules (48) et (io5). Ainsi, en particulier, 
quand la surface (i) offrifa un ou plusieurs centres, les coordonnees 
de ces memes centres seront les valeurs de v], que detei’mineront 
les formules (48), ou, ce qui revient au meme, les valeurs des variables 
X, y, z que fourniront les derivees de I’equation (i) prises successive- 
ment par rapport aux trois variables dont il s’agit, savoir 

I Ai37 JP ^ -f- E.S —H G Of 

Px -h Bj D ^ -h H = o, 

E X B y H” I o. 

De plus, si Ton substituo ces valeurs dex,y, z dans le premier membre 
de la fonnule (i), on obtiendra precisement la quantite designee dans 
I’equation (io5) par la lettre k. Cela pose, il est clair que, pour distin- 
guor le paraboloide elliptique du cylindre elliptique, le parabolo'ide 
hyperbolique du cylindre hyperbolique, et le cylindre parabolique du 
systemc de deux plans paralleles, il suffira d’examiner si Ton peut 
satisfaire ou non aux ^uations (108) par des valeurs fmies de x,y, z. 
Remarquons en outre que I’eHipsoide se reduira simplement a un point, 
I’hyperboloide a un cone, le cylindre elliptique a son axe, et le systeme 
de deux plans paralleles a un seul plan, si les deux quantites et K sont 
egales entre elles. 

Lorsque, pour determiner I’espece de la surface du second degre 
que represente une equation donnee, on a recouru aux formules que 
nous venons d’indiquer, c’est-a-dire, aux formules (io5) et (108), il 
ne peut rester k vaincre d’autre difSeulte que celle qui consists a dis- 
tinguer Tellipsoide r6el de I’ellipsoide imaginaire, ou le cylindre 
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celle qui resulte de reliminatioii cles variables x, y, z entre les for- 
mules 

(no) kx-^'¥y + ^z:=zsx, Fic + = -i-By-+- Cs = ss, 

et, par consequent, celle qui a pour racines les maxima et minima de 
la fonction 

C-s^+aDjg + aEsx -i- kFxy 

En effet, si Ton pose 

Aic^ + B_y^-l-Cs^-f-2Dys+2E«iJ7+ 2fxy 

ou, ce qui revient au meme, 

(i 13) Aic^-1- By^-h C^^-H 2TAyz -i- 2 ES. 2 ; + 2 V xy = s{x'^ y^ -i- z^) , 

il suffira de dilferentier successivement la fornaule (i 12) par rapport a 
x,y, z, puis d’egaler a zero, dans les nouvelles formules ainsi obte- 
nues, les derivees de s prises par rapport a x, y, s, pour retrouver les 
equations (no). II est essentiel d’ajouter que, la valeur de 5 etant 
choisie de maniere que les equations (no) s’accordent entre elles, ces 
equations, reduites a deux, representeront une droite menee par I’ori- 
ginc et dont la direction coincidera toujours avec une direction prin- 
cipale relatiyement a la surface (i). Si, pour cette meme valeur de s, 
les trois equations (no) se reduisaient a une seule, la surface (i) 
serait de revolution. Elle deviendraitune sphere, si les equations (no) 
etaient verifiees par une seule valeur de s, indepen damment des valeurs 
attribuees aux variables .£c, j, s. 

Lorsque la surface (i) a un centre et que Ton a transporte I’origine 
a ce meme centre, I’equation (i) se trouve remplacee par la for- 
mule (109), et les axes principaux coincident avec les droites qui 
peuvent etre representees par les equations (no), ou plus simplement 
par la formule 

, ^ kx + Fy -+- Es FiC + By -hBz Fx -^-1) y -)-C^ 
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Done, avant lo deplacement de I’origine, les axes dont il s’agit devaient 
etre representes par la formula 

AQ't — g) -<-F(7 — Yi) + E(g — g) 
x — l 

F(.^ — 04-B(,r — y])4-D(s-0 

7 — Y) 

E(a; — 4-D(/ — Y)) + C(3-0 
s-C 

Y], "C, designant Ics coordonnees du centre; on, ce qui revient au 
meme, par la formula 

, ,,, H- Fy -t- Es 4 - C Fa; 4 - By 4 -Ds 4-H Ea? 4-Dy 4 - Cs - f- 1 

( 1 1 5 ) ^ 5 = =" — ^ ^ = 

Remarquons d’aillcurs : i® quo, pour obtenir la formula (i i3) ou (ii5), 
il suffit d’ exprimer quo les derivees du premier membre de I’equa- 
tion (109) ou de l^kjuation (i) sont proportionnelles aux variables a?, 
y, z, ou aux differences a? — 7 — y), 5 — 2° que Ton tire de la for- 

mule (ii4) ou combin6c avec les formulas (48) et (Sa), 

A a? 4 * F 7 "I" F z 4“ C F a? 4" B y 4" D ^ 4 * H E a? 4" D 7 4- C ^ 4* I 

" a? - ^ " 7 — n ~ z — 

K-G^-Hy)-IS _K-^ 

r designant la distance qui s6paro la surface (i) du point oil cette sur- 
face rencontre I’un des axes principaux. 

On deduirait ais6ment des formules (2) et (5) Fequation du plan 
tangent men6 a unc surface du second degr6 par un point quelconque 
de cette surface. En effet, soient y], Ues coordonnees du point dont 
il s’agit. Pour que la droite (2) se r^duisc b une tangente menee par le 
m6me point, il suffira que la corde mesur^e sur cette droite s eva- 
nouisse, et que le milieu de cette corde coincide avec le point (?, y], i^). 
En d’autres termes, il suffira de choisir les angles a, p, y de manibre 
que Fequation (5) soit vdrifibe. PonC, si entre cette Equation et la for- 
mule (2) on blimine a, p, y> Fbquation rbsultante, qui se rbduira sim- 
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(I2l) 


plementa 

j (A| + FYH-EC-hG)(^ — |) + (F^ + Br 5 4-D? + H) ( 7 - -n) 

+(E^ + Dn-+-CS + I) (s-?)=ro, 

et qui sera du premier degre en x, y, z, representera un plan qui ren- 
fermera toutes les tangentes menees par le point (^, y], ‘C) a la sur- 
face (i), c’est-a-dire, le plan tangent ('). De plus, comme les coordon- 
nees v], yerifieront evidemment la fornmle 

(118) A^“-+- CS^-H aDvi? -H 2E?^ -l-2F^if) -i-2G^-l-2Hvi -i-2lC = K, 

I’equation du plan tangent pourra encore s’ecrire comme il suit : 

I (A^ -1- F 71 "1— E ^ — H G) X -V- (F ^ H- B Y) H— D ^ -4- H )7 

-)-(E^- 4 -Dy)-hC? -(-I)a =:K-G^— Hvi-IC. 

Lorsqu’on remplace la surface (i) par la surface (106), I’equation 
du plan tangent se reduit a 

(120) (A| -t-Fvi - 4 - ESl'S? -t- (F| 4 - By) - 4 - D?)7 -4- (E| -1- Dv) -+- CC)-s = K. 

Conceyons encore que Ton se propose de trouyer les cas dans lesquels 
la surface (i) pent etre engendree par une droite, et les equations de 
la generatrice. Pour y parvenir, on prendra sur cette surface un point 
quelconque dont on designera les coordonnees par v], etl’on cher- 
chera les valeurs qu’il faut attribuer aux angles a, p, y pour que la 
droite passant par le point (^, v], Z,), et representee par la formule (2), 
soit situee tout entiere sur la surface. Or, pour que cette derniere 
condition se trouye remplie, il sera necessaire que les valeurs de x, 
y, z tirees de la formule (94) satisfassent, quelle que soit la distance r, 
a Fequation (i), c’est-a-dire, en d’autres termes, que les valeurs de 
cosa, cos^, cosy verifient a la fois les deux formules 

A cos^a -4- B - 4 - C cos® y -t- 2D cos [3 cos y -t- 2E cosy cos a -1- 2 F cos a cos (3 = 0, 

(A^- 4 -Fyi -t-E?-f- G) cosa -H (F^- 4 -Byh-D? -4- H) cos^ -h (E? -4-DYi-hC?-hI) cosy = 

(') Cette manifere de parvenir i I’dquation du plan tangent nous a 6te indiqude par un 
jeune eccldsiastique 6galement vers6 dans les sciences divines et dans les sciences hu- 
maines, et membre de cette illustre Societd qui, dans les deux hemispheres, a rendu tant 
de services e la civilisation. 
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on cn conclura 


( 125 ) 



J I b^- _ 



i^-KY- KHs- 


c- 




Or- 


H- 


V (,}' — r) - 
b^- 


ou, CO qui revienl an memie, 

(' 36 ) 

ct, par suite, 

(' 27 ) 


xrt —yi y-_ 
ab 


xn — ^ — C 
ab c 


Ajoiitons quo la seconde des equations (i 23 ) pout etre reduitc a 


(128) 


£l 

a* 


6 “ ^ c' 


yn 


Done, parun point quelconquede I’liyperboloide a une nappe, on pout 
faire passer deux droites qui soient situees sur cet hypcrbolo'ido, 
savoir les deux droites representees par les formules (i'2y) ct (128). 

Si a I’equation (24) on substituait I’equation (29), la formule (12C) 
scrait remplacee par la suivante : 


(J29) 




( = -S)^ 


ab 


H- 


(ilonime on ne peut satisfaire simultanement a cettc dernibre et a la 
seconde des equations (i 23 ) qu’en supposant^c =: ?, j = rj, 5 = ‘C. il 
en resulte qu’il n’existe aucune droite qui soit situee tout entierc sur 
la surface dc I’liyperboloide a deux nappes. 

Considerons enfin un paraboloide hyperbolique, par exemple celui 
que represente I’equation 


(i3o) 


2js 

c 


Les formules (122) deviendront 
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Or on tirera de la premiere 


(i32) 



et la seconde pourra etre reduite a 


033) 


x'S, Yfl 



Done, par un point quclconque du paraboloide hyperbolique, on pcu( 
taire passer deux droites qui soient situees sur ce paraboloide, savoir 
les deux droites representees par les formules (iBa) et (i33). 

La propriete qu’offre I’hyperboloide a une nappe d’etre engendre 
par une droitc pent servir a le fairedistinguer derhyperboloide a deux 
nappes. Supposons en effet que la surface rcpresentec par I’equa- 
tion (i) soit un liyperboloide dont on demande I’espece. On commen- 
cera par transporter I’origine au centre. Alors riiyperboloide dont il 
s’agit et riiyperboloido conjugue sc trouveront representes, le premier 
par I’equation (109), le second par la suivante 

(i34) C-^-+- aD/s aEsa; -+- :>.Fxy — k — K, 

landis que le cone asymptotique, qui restera le memo pour les deux 
hyperboloidcs, sera represente par I’equation (107). Cela pose, conce- 
vons que, par le centre commun des deux hyperboloidcs, on mene une 
droite qui ne se confonde pas avec Tune des generatrices du cone 
asymptotique. Cette droite, dont les equations pourront etre rempla- 
cees par la formule 

(i3a) 

^ I m n 

dans laquelle /, m, n designent trois constantes arbitraires assujetties 
Il la seule condition de fournir pour le polyndme 

(i36) B7n®-4- C«-+ aDwn + 2E«/4- aF/w 

une valeur diff^rente de zero, renoontrera n6cessairement un des deux 
byperboloides en deuxq)oints dont les coordonn6es i, v], C seront de- 
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liO 

termineos par I’unc des deux formules 


(187 


-) 5 = = 

l m n Y A l- 


k — A- 


■t- B 7 /t^ + C -i- 2 B m/i -+- 2Enl 2 F l/n 


,',^o\ S — — — — t/ ^ 

' ( 1)1 n Y A a -H C / 7 - ■+- 2 B nui -h 2 E nl 2 F 


Ini 


savoir, rhyperboloidc (109), si Ic polyndme ( t : 36 ) est unc qiiantite de 
inemc signc que la difference K — et riiypcrbolo'idc (i 34 ) dans Ic 
cas conti’aire. De plus, si Ton combine les equations (122) avec Ics 
formules (idy) ou (i 38 ), apres avoir reduit a zero les constantcs G, 
H, I, on trouvera pour les equations de la generatric.e qiii renfermc le 
point (^, 7], ‘C) sur I’un des liyperboloides 


^ /i)2-i-C(5-C)^-h2D(/— o)(=-0 + 2E(=-?)(a7-0 + 3FC7^-Q (J-— 0 ) 

'' i ( A A-t- F m -i- E/i) (•» — - 1 - (FA-t- B/ 7 J -h D/i) ( r — -o ) + (E^ Dm -{-Cn) {z — C) = >’• 

Done la parall'ele menee a cette generatrice par I’origine des coordon- 
nees sera la droite suivant laquelle le cone asymptotique coupera 1(^ 
plan represente par I’equation 


(i4o) (A/-I- F/?i -H- E/i)ic4- (F/-H B«i -t- B/i)/ -H (E/-t- D/?i -h Cn) j = o, 

e’est-a-diro, le plan diametral qui passera par les milieux des cordes 
paralleles a la droite (i 35 ). Si cette parallHe vient a disparaitre, ou, 
en d’autres termes, si les equations (107) et(i4o) ne peuveiit etre veri- 
tiees que par des valeurs nulles ou imaginaires des coordonnees cc, 
y, Z-, on en conclura que Thyperboloide qui renferme le point (^, rj, C) 
ne saurait etre engendre par une droite, et qu’il offre deux nappes 
distinctes. Par consequent, Thyperboloide (109) ofFrira une seule 
nappe, si, le polynome (loi) etant une quantite de meme signe quo la 
difference K — le systeme des equations (107), (i4o) fournit des 
valeurs reelles de cc, y, s, ou si, le polynome (loi) et la difference 
K — ^ etaht des quantites de signes differents, le systeme des equa- 
tions (107), (i 4 o) fournit des valeurs imaginaires de cc, y, s. Dans la 
supposition contraire, I’hyperboloide (109) o'ffrira deux nappes dis- 
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(iiictes. D’aillcurs, pour savoir si le systemc des formules (107), (i 4 o) 
Iduniit des valours reellcs ou imaginaires des variables x, y, z, il suf- 
fira d’eliminer uuc de ces variables entre Ics meines formules, par 
(ixomple la variable z, puis de tirer dc I’equation resultante la valeur 

y 

dll rapport 'y 

. Lorsque, des coefficients A, B, C, I’un au moins differc de zero, Fuii 
des axes cbordonnes rencontre I’liypcrboloide (109) ou rhyperbolo'ide 
(rB'i), ct, par suite, on peutreduire a zero, dans la formule (i4o), deux 
des constantes arbitraires I, m, n. Concevons, par exemple, que le coef- 
ticiont A ne soil pas nul. Alors, on prcnant m = o, n = o, on fera 
eo'iiuvider la droito (r 35 ) avec I’axe des x. Alors aussi, I’equation (i 'lo) 
se trouvant remplacec par la formule 

(1.^11) . A.»H-F,r + Ei = o, 

la surface (109) sera un hyperbolo'idc a line nappe, si, le produit 

(i4.^) A(K-,A-) 

etant positif, Ics formules (107) et (e4x) fournissentdes valeurs reelles 
de x, y, z, ou si, le produit ^i4a) etant negatif, les memes foimules 
fournissent des valeurs imaginaires de x,y, z. 

II nous? reste a rnontrer quelques applications numeriques des regies 
que nous venous d’etablir, et a I’aide desquelles on determine I’espece 
d’une surface du second degre, d’apres I’inspcction de I’equation qni 
la represente. 

Proposons-nous d’abord de trouver quelle est la surface representee 
par Tequation 

(, 43 ) yz -Ar zx xy = I . 

Cette surface a evidemment un centre qui coincide avec I’ongine. De 
plus, comme Ftiquation du cone asymptotique de la memo surface, 
e’est-a-dire, la formule 

(i44) 


ys '-h 
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tburnit, lorsqu’elle est resolue par rapport a la variable une valeur 
reelle de cette variable, et que cette valeur, savoir 


ue se reduit pas a Tordoniiee d’un plan, on peut affirmer que le cone 
iisymptotique existe, et que la surface (i43) est un hyperboloide. Pour 
determiner I’espece de cet hyperboloide, on menera par I’origine une 
droite qui ne soit pas renfermee dans la surface du cone asymptotique, 
])ar cxemple la droite que represente la formule 

(r40) ■ a;=y — s, 

et I’on cherchera le plan diametral qui passe par les milieux des cordes 
paralleles a cette droite. Or les deriveesdu premier membre de I’equa- 
tion (i43), prises successivement par rapport aux variables x, y, z-, se 
reduisent aux trois binomes 


y + s, s-\r.v, x+y. 

Done le plan diametral passant par les milieux des cordes paralleles a 
la droite (i35) sera represente par I’equation 

(m -h «)« + (« 4- 0/ -t- H- "0^ = 

et le plan diametral cherche, par I’equation 

( 14 ?) y+ s = o. 

De plus, on tirera des equations (i43) et (i47)» en eliminant la va- 
riable z, 


(■48) {x -h yY — xy zm 6 ou x^ + xy -hy-=o 

et, par consequent, 

(‘49) 


I 

X 


1 . 3" 

- dz — v—i. 

2 2 


D’autre part, on tirera des equations (i43) et (i46) 

(l5o) X — y—z — -±i\l\. 


X—y — 
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Done Ic plan diametral (147) ne rencontrerapas le cone asymptotique, 
taiidis que la droito (i4(>) rencontrera Thyperboloide propose. On doit 
cn conclure que cet hyperboloide nc pourra etre engendre par une 
droito, ct qu’il otFrira deux nappes distinctes. 

On arriverait a la meme conclusion en observant que, dans I’liypo- 
tliesc adinise, la Ibrmule (n3), qui comprend les equations des axes 
principaux, so reduit a 

r + s _ .5 + _ -T + ,r 

j; ~~ y ~~ z ' 

Or, si Ton designo par /’ la distance qui separe le centre de la sur- 
tacc (143) du point ou cetto surface rencontre Tun des axes principaux, 
on tirora des'formulcs (i43) et (i5i) combinees entre elles 

^ r ""H ^ “4“ “V" y ~y~ “4” 2 

( I ■>!« ) “■■■*;:; — ~ , . .^2 ^ -s ~ r-' 

on, CO qui revient au memo, 

(.53) + = 

Do plus, il cst clair qu’on verifiera I’equation (i53), soit en posant 

X' -h y -y- z:=o 

et 

(,5/,) 1+1 = 0 ou r=± 2 ^^\f^>, 

soit cn posant 

(. 46 ) X = y=::Z 

et 

(.55) ^ + 1 = 3 ou r = i. 

Done il existe, pour la surface (i43) : 1“ une infinite d’axes principaux 
compris dans le plan represents par I’Squation (147). “ais dont aucun 
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{Mi- 
ne rencontre la surface; 2® un axe principal represente par la for- 
mule (146). et qui coupe la surface en deux points situes a I’unite do 
distance de I’origine. Done I’equation (i4d) represente un hyperboloide 
a deux nappes, qui est de revolution autour de la droite (i4d). et dont 
I’axe reel offre une longueur egale a 2. 

Proposons-nous, en second lieu, de trouver quelle est la surface 
representee par I’equation 

(156) a;- — — 3^+ 2r2 -+- a? -4-y -f- - = o. 

Dans ce cas, la formulc (107) se reduit a 

X-- — — 3 ^ 4- 2yz = 0 

Oil, ce qui revient au meine, a 

(157) (x — y 4 - 3 )(.r-i-y— s) = o. 

Done alors le cone dont les generatrices sont paralleles a cellcs du cone 
asymptotique se transforme en un systeme de deux plans qui so coupent. 
Par consequent I’equation (i56) ne peut representor qu’un semblablo 
systeme, ou un cylindre hyperbolique, ou un paraboloidc hyperbo- 
lique. De plus, comme les derivees de I’equation (i56), prises par rap- 
port aux variables a?, y, s, sont respectivement 

(158) 2a?-hi = o, —2y 4- 23 -1-1 = 0, — 2,3 4- 2y 4- I = 0, 

ctqu’on ne peut satisfaire simultanement aux deux dernieres dcs for- 
mules (i58) par des valeurs finies de y et de x;, nous devons concluri' 
que la surface (i56) n’a pas de centre, et qu’elle est un paraboloid!' 
hyperbolique. 

Si a l’equalion.(r56) on substituait Tune des suivantes 

(log) — 7^ — 32-1-2734- XT 4-y — 3 =0, 

(160) x - — 72 — 32 -I- 27s -1- a; 4- 7 — s — I, 

on trouverait, au lieu des formules (i58), 

(161) 2a;4-i = o, — 27 + 234-1 = 0, 27—23 — 133:0; 
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rieure a eelle de c’est-a-dire, en d’autres termes, toutes les fois 
que la valeur numerique de la somme ^ -+- 2 sera superieure 

Done le cone asymptotique represente par I’equation ( 1 . 64 ) on (i65) 
sera reel, et la surface (r63) sera necessairement un hyperbolokle. 
Pour obtenir les coordonnees du centre de cet byperboloide, il suffiia 
de cbercher les valeurs de oc, y, z qui veribent simultanement les trois 
derivees de I’equation (i63), savoir 

/ a? H- 2/ + 2 5 -f- I = o, 

( 167 ) ’ 2 a? -h 2 / + 25 -H I = 0, 

( 2 a:: -h 2/ -1 - 3 5 -1- I = o. 

Done les coordonnees du centre seront 

(, 68 ) a?=:o, y -— l ’ ^ — 


Cela pose, les axes principaux de la surface (i63} seront representes 
par la formule 

4_ 2 V - 1 - 2S -1- I 2 a: + 2r + 25 -1- I 2 a; -h 2 J -t- 3 J -t- I 
/ — 1 . — - — • 


Ajoutons que, si Ton transporte I’origine au centre de la surface (i63), 
les equations de cetto surface et des axes principaux deviendront 

3 

(iiyo) 35^4- 4 V'S = -? 

a?-4-2r-42.S ^ 2 41? H- 2/ H- 3^ 

/ I 1 ^ !i — ' * 


D’ailleurs, si Ton d^signe par rla distance qui separe la surface ( 170 ) 
du point oil cette surface rencontre un des axes principaux, et si 1 on 
fait, pour abreger, 


(172) 
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rieiire a celle de j c’est-a-dire, en d’autres termes, toutes les fois 
qiie la valeiir numerique de la somme - + 2 sera superieure a\/2. 

Done Ici cone asymptotique represeiite par I’equation (164) ou (i6o) 
sera reel, et la surface (i63) sera necessairement un hyperbolokle. 
Pour obtenir les coordonnees du centre de cet hyperbolokle, il suffira 
de chercher les valours de x,y, s qui verifient simultanement les trois 
deriv(kis de I’equation (i63), savoir 

/ X +■ 2/ -h 2 ^ I = O, 

([5^) , 2.r-(-2y + 2S-f-I = 0, 

( 2 a? -h 2y -t- 3 S -i- I = o. 

Done les coordonnees du centre seront 


a- — o, y- 


Celapose, les axes principaux de la surface (i63j seront representes 
par la formule 

.r-t-2r-H2=-(-i 2 a; + 2.7 H- 25 -4- 1. 2 .x 4- 2,7 -t- 35 4- r _ 

(169) \ 5 


Ajoutons quo, si Ton transporte Forigine au centre de la surface (i63), 
les equations de cette surface et des axes principaux deviendront 

3 

(,,70) as 5 4-27“--+-35^H-4a;/-f-4^s + 4rs_-, 

^_(_27_1-2s 2a;4-2r4-2s 2a; 4- 2.7-1- 35 

(•70. ^ y ^ 

D’ailleurs, si Fon d4signe par r la distance qui s6pare la surface (1.70) 
du point oil cette surface rencontre un des axes principaux, et si 1 on 
fait, pour abreger, 


(172) 
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D’aiitre part, si Ton reduit a? et^ a zero dans I’equation (170), on en 
tirera 

I 

(180) j = 

Done le plan diametral qui renferme les milieux des cordos paralleles 
a I’axe des/ coupe le cone asymptotique de la surface (170), qui elle- 
meme est rencontree par I’axe des /. Done cette surface pent etre 
engeiulrec par uno droite, et Thyperboloide auquel elle se reduit offre 
line scule nappe. 

Considerons enfin I’equation 

( 1 8 1 ) 2y- -H 3 -h 2yz 2 zx 2 xy -4 - ^ jg i . 

Dans ce cas, la formule (107) deviendra 

( .1 82 ) H- 2/^ 4- 3 -h 2 4- 2 ZX 2 xy = O. 

Or, comme on tire de cette dernifere, resolue par rapport a x, 

(i83) = — (/-t-s) d: i. 

il est clair quo les seules valeurs reelles de x, y, z, propres a verifier 
la formule (182), scront des valeurs nulles. Done I’equation (181) ne 
peut representer qu’un ellipsoide reel ou imaginaire. Ajoutons que, 
dans cet ellipsoide, les coordonnees du centre verifieront les derivees 
de I’equation (i8j), savoir 

! 2a:-H2/-l-2SH-I = o, 

2^ -4- 4/ -t- 2-S + I = O, 

2a: -I- 2/ H- 6s + I — o, 

et-seront, par consequent, 

(i85) x=.— ^, y — o, s = o. 

D’ailleurs, si Ton transporte I’origine k ce meme centre, I’equa- 
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SUR LA 


DIVISION D’DNE MASSE SOLID! OU ELUIDE 

EN COUCHES HOMOGilNES. 


Gonsiclerons une masse solide ou fluide representee par M, et com- 
prise sous un certain volume V. Supposons d’ailleurs tons Ics points 
de I’espace rapportes a trois axes rectangulaires dcs x, y, z, et soit 

(i) . p=/(^»r. -) 

la densite de la masse M au point {oc,y, z). Si Ton divise cette masse 
en couches infmiment minces et homogenes par des surfaces tres rap- 
prochees les lines des autres, I’equation de chacune de cos surftices 
sera de la forme 

(a) p = const. 

Soit d’ailleurs p -i- Ap ce que devient la densite p lorsqu’on passe dii 
point (cc, y, z) a un autre point tres voisin et correspondant aux coor- 
donnees x -4- Ao;, y -4- Ay, z -4- As. On trouvera, en regardant les quan- 
tites Aa;, Ay, As comme inliniment petites du premier ordre, et negli- 
geant les infiniment petits du second ordre, 

( 3 ) Ap = ^ Aa? ^ Ay -H — As. 

dx dy ds 

De plus, si Ton designe par r le rayon vecteur men6 du point {x, y, z) 
au point (a? 4- Aa?, y + Ay, s -4- As), par a, p, y les angles que forme 
ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnees positives, et par 
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152 SUR LA DIVISION D’UNE MASSE SOLIDE OU FLUIDE 
tant que les angles a, [ 3 , y ne verifieront pas les conditions 


dy 


cosy 


dp 


COS(3 : 


( 12 ) 


dp dp 

cos a — ^cosy = o, 


dx 


dy 


cos (3 — ^ cos a = o. 


OU, ce qui revient an meme, la formule (7); tandis que, dans le cas 
contraire, les quantiles (10) et (i i) seront egales entre elles. Done le 
trinome dont il s’agit representera la valeur maximum de a-, et la ra- 
cine carr6e de ce trinome offrira le maximum de la quantile a. Orcette 
quantile sera plus ou moins grande, suivant que I’accroissement ou la 
diminution de la densite p sera plus ou moins considerable dans le 
passage du point {x, y, s) au point (a? + An?, j Aj, s H- As) separe 
du premier par la distance r. Cela pose, on deduira immediatement du 
principe ci-dessus etabli la proposition suivante : . 

Xuiiom’iME I . — Si, aprd's avoir divisd tine masse solide ou Jluide en cou- 
ches homogines par des surfaces injiniment rapprochdes les unes des au- 
tres, on passe d’un point (x, y, z) pris au hasard sur I’une de ces surfaces 
a un second point tre's voisin et sdpard du premier par la distance r, I’ac- 
croissement ou le ddcroissement de la densitd deviendra le plus grand pos- 
sible, lorsque la distance r sera mesuree sur la normale a la surface dont il 
s' a git. 

La quantile a que determine la formule (6), et qui sert amesurer 
I’accroissement ou la diminution de la densite a une distance tres 
petite du point {x,y, z), est ce que nous appellerons desormais le 
module de cet accroissement ou de cette diminution. 

Il est facile de prouver que, dans la formule (7), le double signe 
doit fetre r^duit au signe -+- ou au signe — , suivant que la densite croit 
ou diminue quand on passe du point {oc,y, s) a un point tres voisin 
{x +- A®, j -f- Aj, s 4- As) situe sur la direction correspondante aux 
angles a, y. En effet, admeltons d’abord que la densite croisse dans 



EN COUCHES HOMOGfiNES. 
la direction dont il s’agit. Les deux quantites 


cos a 


et 


dx 


seront toutes deux positives si cette direction forme avec le demi-axe 
des cs positives un angle aigu, et toutes deux negatives dans le cas con- 
traire. Done alors le rapport 


sera necessairement positif, et la formule ( 7 ) devra etre reduite a la 
suivantc : 



On prouvora de meme quo, si la densite diminue quand on passe du 
point (as, y, s) a un point tres voisin situe sur la direction correspon- 
dante aux angles a, [3, y, le rapport (i3) sera necessairement negatif. 
Done alors la formule ( 7 ) deviendra 



Lorsque la masse M est cclle d’un liquide en equilibre, et que les 
projections algebriques X, Y, Z de la force acceleratrice 9 appliquee 
a la molecule qui renferme le point (a;, y, z) reduisent le trinome 
Xdx -i-Y dy -j-Zdz a une differentielle exacte, les surfaces qui divisent 
la masse M en couches homogenes sont des surfaces de niveau, dont 
chacune est toujours coupee k angles droits par la direction de la force 
accel 6 ratrice. Done alors, si Ton veut passer d’un point donne (x,y,z) 
a un second point trfes voisin et situ 6 k la distance r du premier, de 
manifere que I’accroissement ou la diminution de la densite obtienne 
la plus grande valeur possible, il suffira de mesurer la distance r sur 
la direction de la force acc6l4ratrice* 


OEwres de C. — S. Il, t. VIII. 
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151 SUR LA DIVISION D’UNE MASSE SOLIDE OE FLUIDE 

Si Ton considere le calorique comme un fluide imponderable qiii 
penetre les differents corps, la densite p de ce fluide, en un point 
donne (oo,y,z) d’un corps quelconque, sera la mesure de la chaleur 
en cc point, etles surfaces qui diviseront le meme fluide en couches 
homogenes, ou d’egales densites, seront ce qu’on pent appelerdes sur- 
faces isoihermes, puisqu’on retrouvera dans tons les points de chacune 
d’elles la meme quantite do chaleur. Alors la quantile a, determinee 
par la formule (6), deviendra proportionnelle a I’accroissement ou a la 
diminution que la chaleur subira dans le passage d’un premier point 
(x, y, s) k un second point tres voisin (x -+■ Ax, y -i- Ay, z -i- Az), se- 
pare du premier par la distance r tracee de maniere a former avec les 
demi-axes des coordonnees positives les angles a, [3, y, et sera le mo- 
dule de cet accroissement ou de cette diminution. Or il suit des prin- 
cipes ci-dessus etablis que ce module acquerra la plus grande valeur 
possible quand la distance infiniment petite, designee par r, se comp- 
tera sur la normale menee par le point (x, y, z) a la surface isotherme 
qui renferme ce point. On peut done enoncer la proposition suivante : 

TuEORfeME 11. — Si, dans un corps ou dans I’espace, on veut passer d’un 
point donne (x, y, z) d un second point tris voisin et sdpare du premier 
par la distance r, de maniere que la difference des quantiles de chaleur me- 
sure’es en ces deux points soit la plus grande possible, on devra suivre la 
direction de la normale menee par le premier point d la surface isotherme 
dans laquelle il se trouve compris. 

Pour etablir I’equation qui sert a fixer les lois du mouvement de la 
chaleur dans un corps ou dans I’espace, il suffit d’admettre, comme 
nous le montrerons plus tard, que le calorique est un fluide dont 
chaque molecule se meut toujours a partir d’un point donne {x, y, z) 
dans la direction suivant laquelle le decroissement de la densite est le 
plus considerable, et que la quantite de chaleur, qui, 'pendant un in- 
stant trds court At, traverse un element s de surface perpendiculaire a 
cette direction, est proportionnelle au module a du decroissement dont 
il s’agit. Adoptons cette hypothfese, et concevons qu’au bout du temps t 
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156 SUR LA DIVISION D’UNE MASSE SOLIDE OU FLUIDE 

Si Ton supposait Telement de surface s perpendiculaire, nouplus k 
la direction de la vitesse w, mais a une autre direction qui formerait 
avec les demi-axes des coordonnees positives des angles 1, a, v, alors, 
S designant Tangle compris entre ces deux directions, la quantite de 
chaleur qui, pendant un temps tres court, traverserait la surface s, 
serait proportionnelle, non seulement aux quantites p et to, mais 
encore a cosi 5 , et, par suite, au produit 

(32) pwcos< 3 . 

On aurait d’ailleurs 

(38) cos8 = cosot cosX 4 - cos (3 cospn- cosy cosv; 

puis on conclurait des formules ( 20 ), ( 21 ) et ( 28 ) 

pw COs8 =: pM COsX 4- p C COS p. -t- p (V COSV 

= — A-^COS?. ^ -l-COSp|£ 4 - cosv 

Concevons maintenant que Telement s fasse partie de la surface exte- 
rieure d’un corps solide, et que la quantite p ou la temperature de 
cette surface au point (a;, j, s) differe do la temperature ? du milieu 
environnant. Admettons enfin que la quantite de chaleur qui traver- 
sera, pendant un instant tres court A.t, Telement s soit proportionnelle 
a la difference entre les temperatures p et g du corps solide et du mi- 
lieu dans lequel il est place. On aura 

(sS) — A^cosx|£ 4-cosp^4- COSV^^ = K(p — s), 

K designant un nouveau coefficient qui d6pendra de la facilite avec la- 
quelle la surface ext^rieure du corps se laissera traverser par le calo- 
rique, et, par consequent, de la nature ainsi que du poli de cette sur- 
face. Ajoutons que, si Ton repr^sente par 

(26) t{a:,y,z) = o 

la surface dont il s’agit, les angles 1, p., v formes par la normale a cette 
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sarfViee avcc les demi-axcs dcs coordonnees positives seroot deter- 
mines par la formulc 




COsX _ COS fA cosv 

JTj^yVz) """ j, g) "" ~ d f{Xyy,z) 

():v ()f dz 


^ f(a:, ,y, g) J 




11 Gst bon d’observer que, dans la formule (sS), le coefficient K et 
la difference p — seront des quantiles affectees du meme signe, si 
I’anglo designe par S dans I’equation (24) est aigu, ou, en d’autres 
termes, si la temperature, mesuree au dedans du corps solide et dans 
le voisina-ge du point {cc,y, z) au bout du temps t, decroit tandis 
qu’on passe d’un point a un autre en suivant la direction determinee 
par les angles 7., p., v. Si le contraire arrivait, le coefficient K et la dif- 
ference p — c seraient des quantites affectees de signes contraires. 

Dans le cas particulier oil la temperature ? du milieu qui environne 
le corps solide devient egale a zero, I’equation (aS) se reduit a 

^ do do dp , ^ ^ 

( 28 ) C0SX^£H-C0S/X^-4-C0SV^-f-^p=:0. 


Alors, si Ton admet que la surface du corps solide offre en chaque 
point uno temperature inferieure a celle de points tres voisins, mais 
situds au dedans du meme corps, le coefficient K sera positif ou ne- 
gatif, suivant que les angles X, p, v se rapporteront a la normale pro- 
longec au dehors ou au dedans du corps solide a partir du point 
(a?, s). 

En terminant cet article, nous ferons remarquer que MM. Fourier 
et Poisson avaient d^jk obtenu, le premier la formule (28), le second 
la formule (25), quoique les hypotheses admises par ces deux geo- 
m'etres relativement a la propagation de la chaleur fussent tres dis- 
tinctes ccllc (jub nous avons adoptee. 



SUR LES 


EQUATIONS QUl EXPRMENI LES CONOmONS DtOOILIBEE 

ou 

LES LOIS DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 


§ I®^ — Considerations gSnerales. 

Considerons d’abord une masse fluide en equilibre. Soient 

m une molecule infiniment petite, prise au hasard dans cette masse ; 
cc, y, s les coordonnees de la molecule m comptees sur trois axes rec- 
tangulaires; 

p la densite du fluide au point (oc, y, z); 
p la prossion liydrostatique au meme point; 

(p la force acceleratrice qui sollicite la molecule m-, . 

X, Y, Z les projections algebriques de la force (p sur les axes coor- 
donnes. 

En choisissant pour variables independantes les coordonnees a;, 7, 5, 
on aura (wofola page 24 du Volume II) (^) 


(0 

ct par suite 





(a) = dy -yZdz). 

Or, pour que Ton puisse trouver une fonction de x, y, z propre a ve- 
rifier la formule (2), il est necessaire que le second membre de cette (*) 

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 89. 
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SUR LES CONDITIONS D’^QUILIBRE, ETC. 
formule soit une differentielle exacte, et que Ton ait 

d(pY) _ d(pZ) ^ ^pZ) _d(pX) d(pX) __d(pY) 

^ ds dy ’ dx dz ’ dy ~ dx 

Done Ics conditions (3) devront etre remplies dans le cas d’equilibre. 
On pent ajouter que ces conditions suffiront pour assurer I’equilibre, 
si le fluide est contenu dans un vase ferme de toutes parts, pourvu que 
la paroi du vase soit capable de supporter en chaque point la pression 
cxercee contre elle. Si, au contraire, une portion de la surface qui ter- 
mine la masse fluide est libre et soumise a des pressions exterieures, 
il sera neccssaire, pour I’equilibre, non seulement que les conditions 

(3) se trouvent verifiees, mais encore que Ton puisse satisfaire a 
Tequation (a) par une valeur de p qui, pour chaque point de la sur- 
face libre du fluide, soit precisement equivalente a la pression exte- 
rieure en ce point. Done, si la surface dont il s’agit est representee par 
I’equation F(aj, T, 5) = o, et la pression exterieure par P, il faudra 
quo les formules 

(4) F(a;,/,5)=:o, 

(5) = P 

subsistent sirnultanement, e’est-a-dire que la valeur de s, tiree de 
I’equation (4), verifie I’equation (5), p etant Tune des fonctions que 
determine la formule ( 2 ). 

Considerons maintenant le cas oil la masse fluide est en mouvement, 
et soient, au bout du temps t, 

CO la Vitesse de la molecule m correspondante aux coordonnees x,y, s; 
cj; la force acceleratrice qui serait capable de produire le mouvement 
eflfectif de cette molecule; 

«, e‘, w et -X, ?T, 50 les projections algebriques de la vitesse co et de la 
force accdleratrice 

Prenons d’ailleurs pour variables independantes les coordonnees x, 
3, et le temps t. Les formules (i) devront etre remplacees par celles 
que I’on en deduit, quand on substitue a la force acceleratrice <p la 
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SUR LES CONDITIONS D’tQUILIBRE 

resultante de cette force et d’une autre qui serait egale, mais direc- 
tement opposee a c’est-a-dire, eii d’autres termes, quand on rem- 
place les quantites X, Y, Z par les differences X — .x., Y — Z — %. 
On aura done, dans le cas du mouvement de la masse fluide, 


(6) g^p(X-=xro, ^=.p(Y-?T), ^=.p(Z-&), 

p designant toujours la pression hydrostatique an point {sc,y, z). Soit 
d’ailleurs Ai! un instant tres court compte a partir de la fin du temps i, 
et representons par 

Aa:, A_7, As, Ap, Am, Ae, Atv 


les accroissements que prendront, pendant cet instant, les valeurs des 
quantites 

y, s, p, u, V, w 
relatives a la molecule m. On aura sensiblement 


(7) 


Aa? = u A.t, ^y—v Aif, As = Ha Af. 


De plus, la densite p etant fonction de x, y, z, t, si Ton pose, pour plus 
de commodite, 


on trouvera 


Ap = /(a; + Aaj.j'-nAjjS + As, « + Af)— s, l), 
ou a tres peu pres 

Ap — f(^x ii y V At, s -H HH At, t + At) — f{x,y,z) 

_ r d/(^. y, s) „ df{x,y,z) df{x,y,z) d f{x, 


dt 


do) 


dy 


w • 


4^1 A^. 
dz J 


On aura done, en considerant Af comme un infiniment petit du pre- 
mier ordre, et negligeant les quantites infiniment petites d’un ordre 
superieur au premier, 

/Qs . JP , ,.JP \ 
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iG2 SUR LES CONDITIONS D’EQUILIBRE 

('t, a la fin du temps t -+■ A^, par le produit 

(p + Ap) v(i + 0 A<) = p V j^H- ^0 -h i A^-h . . . j. 

Cela pose, comme cette masse ne saurait changer de valeur avec le 
temps, on aura necessairement 


et, par suite, 

04-i. ^=o; 
p Ar 

puis on en conclura, en ayant egard a la formule (8), 

D’ailleurs, comme les trois produits 
( 1 3 ) u At, (’ At, w At 


representent les deplacements tres petits de la molecule m, parallele- 
raent aux axes coordonnes, pendant I’instant At, il est clair qu’il suf- 
fira de substituer ces trois produits aux quantites y], '( dans la valeur 
de u cleterminee par Tequation (33) de la page 66 du second Volume (' ) 
pour obtenir la dilatation 0 At du volume v. On aura done 


OAt — 


d{uAt) d{(’ At) 
da: dj 


d(ivAt) 

+ -V- 


ou, plus simplement, 

('4) 


du ^ 

d:x! dy 



Par cons^uent, la formule ( 12 ) donnera 


(i5) 


dt 


dp dp 
d^ dy 




dp 


/ du 
^\dx 


di^ 

•+■ 3 -“ "+- 

■ d/ 



(1) OEmres de Cauchy , S. II. T* VII, p, 89. 
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(Ki) 


d? ^ d{?u) d{?v) d{pw) 


dt 


dx 


dy 


Katin, si Ton designc par Vo et par Vo(i 4- u) = v les volumes intini- 
luont petits sous Icsquels la masse m se trouve comprise : i° a I’origine 
(III mouvcmcnt; 2° a la fin du temps t, la valeur numerique de la quan- 
(ile positive ou negative u servira de mesure a ce qu’on doit nommer 
la dilatation ou la condensation du volume de la molecule ttz pendant 
lo temps t', ct Foil aura sensiblement 


0 ^. 1 = Av 


/du du du 
I -i- 4 e— 




y— 

dy 


Au representant I’accroissement de u pendant Fmstant Az; puis on eii 
conclura 

du 


(' 7 ) 


dv dv dv 


nu, ce qui revient au memc, 


(18) 


dt 


du 

dx 


du 


du du du ^ 

. ( V — = -rr 4 ~ 4 


ds dx dy 


Soient encore . ^ ^ 

x — i,, y — ti> ^ — ^ 

les coordonnees initiales de la molecule m, c est-a due de la m 
qui coincide au bout du temps t avec le point (x,y, :i). es rois q 
titfe 5, >1, ^ sci^iront i mesurer les d«placemei,ts e a mol 
pendant lo temps <, parallMement aut axes des ^ 

instant inflniment petit At cemptt 1. parttr ie la fin P . 

mtmes deplacements reeevront des acero.ssements egaux 

produits 


dt 

df] 

dt 

At 


■ u 


• u 


d^o 

d-fi 

djo 

M 

d/n 




dri 

’dy 

dK 

^ d¥ 




dri 

d^ J 

'44 
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Or, en divisant ces produits par on devra retrouver les vitesses ii, 
r, n’ paralleles aux axes. On aura done 


{19) 


dr] 

It 

dK 

dt 


3 . 

doo 

dn 
^ dx 

•s 


dl 

dy dz 


do 

dy 

3 

dy 


do 

’d^ 

dz 


u, 




Cos trois dernieres equations serviront a determiner t], '( lorsqu’on 
sera parvenu a exprimer les vitesses u, v, w en fonction des quatre 
variables independantes cc, y, z, t. 

Les formulas generales que nous venons d’etablir subsistent dans 
toute I’etenduc d’une masse fluide en mouvement. Mais il en est 
d’autres qui sont relatives aux surfaces par lesquelles cette masse pout 
etre limitee. Supposons, pour fixer les idees, que la masse fluide soit 
terminec par deux surfaces, savoir : 1° une surface invariable qui s’ap- 
puie centre la paroi d’un vase, et qui soit representee par I’^uation 


(9,0) 


i{oi,y,z)=.o-, 


2“ une surface libre soumise a une pression extericure P, et repre- 
sentee a I’origine du mouvement par I’equation 

( 21 ) F(a:,y, 3)r=o.- 

Enfin, admettons quechacunede ces surfaces renferme constamment 
les mSmes molecules. Dans cette bypotlibse, une molecule situee sur 
la surface invariable et correspondante aux cdordonnees x, y, z aura 
sa vitesse dirigee suivant une droite tangente a la surface. Done cette 
droite et la normale a la surface comprendront entre elles un angle 
droit dbnt le cosinus sera nul. D’autre part, comme les demi-axes des 
X, y, z positives formeront avec la vitesse de la molecule des angles 
dont les cosinus seront proportionnels a 


u, e, 
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Plusieurs des formules qui precedent se simplifient dans le cas oii 
les deplacements y), t, les vitesses u, c, w et la dilatation u du 
volume conscrvent constamment des valeurs tres petites. Supposons, 
on elfet, que ces diverses quantites, et par suite leurs derivees, prises 
par rapport aux variables cc, y, z, t, soient consiclerees comme infini- 
ment petites du premier ordre. Alors on tirera des formules (ii), (i8) 
et (19). cn negligeant les infiniment petits du second ordre. 



Dans Ic mcme cas, les projections algebriques de la vitesse initiale do 
la molecule qui coincide au bout du temps t avcc le point {cc,y, z) dif- 
fercront tres peu des projections algebriques «o. ej,, de la vitesse 
mcsuree a roriginc du mouvement au point z), c’est-a-dire quo 
la difference sera une quantite infiniment petite d’un ordre superieur 
au premier. 

« 

§ 11. — Sur V equillbre et le mouvement des liq aides 
oil Jliiides incomp ressib les. 


Gonsiderons un liquide ou fluide incompressible, soumis ala force 
acceleratrico f . Si ce liquide est en equilibre, la pi'ession correspon- 
danto au point (x,y,z') sera determinee par la formule (2). Si, au 
contraire, le liquide est en mouvement, la densite de cliaque molecule 
devant restcr invariable, la valeur de Ap determinee par I’eqiiation (8) 
devra s’evanouir, et, par consequent, on obtiendra la formule 


(29) 


dp 

dt 


+ u 


doc 


dp dp 


dy 


w 


dz 


en vertu de laquelle I’^quation (i 5 ) se tfouvera reduite a celle qui 
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Les formules (3i) et (Sa) se simplifient dans le cas oil, X, Y, Z 
etant (les fonctions des seules variables z, Texpression 

( B/j ) X da: H- Y dj'‘ -i- Zdz 

dcviont unc diirerentielle exacte. Alors, pour convertir I’etat initial on 
an etat d'equilibre, il suffirait d’aneantir les vitcsscs initiales des 
molecules liquides, et de remplacer a I’origine du mouvement la siir- 
lace libre du liquidc par une surface invariable. Soil 9 la pression 
relative a I’ctat d’^uilibre dont il s’agit. On aura 

(55) ' fttt p ( X “H \ tiy' -f— Z dz ) , 

ou, CO qui revient au meme, 


(36) 





el, par consequent, 

(cm ^ ^ ^ 

^ \dx dy dy^ dz'^ 

Done, si roil fail, pour abreger, 

( 37 ) . 9 — p=zts, 


les equations (3i) et (da) deviendront 


( 38 ) 


(39) 
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Par les forauiPis (33) donneront 



Ajouloiis (uio, si la masses liquide est terminee par deux surfaces, 
I'uno invariabhret representiur par I’equation (20), I’autre libre, mais 
sotiiuise a une pression (ixterieure P, et representee a I’origine du mou- 
vi'UK'ut par IViquation (21), on aura, pour tous les points de la surface 
invariable'., ('ii vertu des formulcs (25) et(39). 


y, =) = 


(.'ll) I () [ m dc _ d ( '^ dt 

1 () r(,r, y, z) __ do d r(.c, /, z) Jp 

' ‘d.'x7 'dir dy dy 


() l'(.x‘, y, z) Jq 


' / ^ dt 
do 


dz 




tandis quo I’on aura, pour tous les points de la surface libre, en vertu 
dos formulcs (23), (37) ct (4^), 

V{.v—^,y—-n,s — 0=O’ m = 


OU, CO qui ro.viont an memo, 



Cola pos6, pour obtenir la fonction de x,yetz designee par s, d suf- 

tira d’integror I’liquation (38), en determinant les functions arbitraires 

de manibre ii remplir les conditions (40 et(43). De plus, la fonction o 

etant connuo, on deduira immediatement des formules (87), ( 9) et 
' ^ ■ 22 
de C, — S. II, t. \ ni. 
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(4o) les valcurs dc la jjression p, des vitesses u, v, w, et des deplace- 
ments y], 

Pour montror une application des formules que nous venons d’eta- 
{)lir, considerons un liquide homogene dont les molecules, uniquement 
soumises a la force g de la pesanteur, conservent pendant toute la 
dnree du mouvement des vitesses tres petites; et concevons que, Taxo 
des s etant vertical, I’ordonnee ^ se compte positiveinent do has en 
liaut. Supposons en outre que Ic liquide repose sur un plan horizontal 
r(‘pres('n(.e par Tequation 

(.ii) z=~h, 

que sa surface libre support(> une pression constante designee par P, 
et que cettememe surface, a I’origine du mouvement, s’ecarte tres peu 
(In plan des x, y. Soient enlin 

(do) ;: = F(j;,7) 

l’(kjuation initiale de la surface libre, et 

la valeur de 0^0 correspondante a ^ = o. Les functions ¥(x, y), 
aurontde tres petites valeurs numeriqucs, quelles que soient d’ailleurs 
les coordonnees x, y, et, comme on trouvera 

X — 0, y ■=: o, Z = — g, 

la fortnule (d 5 ) donnera 

( 47 ) d^ — —gpds. 

Or cetto derniere equation sera verifiee, si Ton prcnd 

(48) f=:P-g-pS. 


Cela pose, les formules ( 4 i) et (42) deviendront 
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('.I 


(.■)(> ) - — S = F(.r — Yi), ro = — 

1)(‘ |)lus, l(‘s (I6pl;i(“,(vutents y) devant rester Ires petits, aiusi qiie la 
lonclioii <>•' pourra, sans eiTCur sensible, reduire la premiere 

des ('upialions (.^o) a 


(■■>') 


- — S — F(a;, j) ; 


(>(, (•oiniiK' la troisieme des formules (4o) donnera a tres pen pres, 
poui’ (It'S valeurs de pen differentcs de zero. 







on lir('ra de r(''(|ualion (oi) 


■J ,,r 


I.-.;!) 


if i 


7X5 dt^ 


j ''o ''^0 

p 




: FGr, /) /)• 


D'ailUMirs, si I’oii cliniiae is cntro la forniule (53) tvt la seconde des 
eijiudions ( 5()), on ol)ti(Midra la suivantc 


() I ( 7x5 di;^ 

♦A) 


(.V,) 


m + 


()s 


-^'■p[F(.x',j) + r#Kj)], 


(ini restnra sensiblement exacte. pour de tres petites valeurs nume- 
ritjaes d(' s. *'t par constquent pour s = o. Done Ton deterimnera, 
dans rhypoth(^s(^ admisc, la fonction Aaa;, y, s designee par w, en inte- 
grant riquation (38), do maniero quo la dondition (54) soit verihee 
pour 2 “ o, ot la condition 

d f 7x5 dt 

do _ ^ 

(55) _-_0, 

pour 2 = - h. On fixera onsuito la valour de la prossionp, en un point 
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quclconque de la masse liquide, a Taide de la formulc ( 37 ), ou plutot 
de la suivante 


(56) p — l> — gps — rn, 

puis les valeurs de u, v, w, q, ‘C a Taide des formules (dp) et (4o)- 
Ajoutons que la surface libre du liquide sera representee, aii boutd’un 
temps quelconque t, par la seconde des equations (5o), qui pout s’e- 
crirc comme il suit : 


Si, pour plus de simplicite, on supposaitles vitesses initiales e„, 
MP,, reduites iizero, la fonction s(x,y) etant-alors nulle, I’equation (54) 
se presenterait sous la forme 


(58) 





tandis que les formules (Sp) et(4o) donneraient 



Nous renverrons a un autre Article I’integration de I’dquation (38), 
ainsi que Texposition des Jois qui s’en deduisent pour la propagation 
des ondes a la surface d’un liquide pesant. On peut d’ailleurs consulter 
sur ce sujetun Memolre compose en i8i5, qui a ete couronne par I’ln- 
stitut en 1816 , et insure dans le Recueil des Memoires des Savants 
etrangers (t). (*) 

(*) OEww & T. I, p. 5 et suiv. 
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§ III. — Stir I'cginlchre el le mouveinenl des fluides elasliques. 


Soil (lonno un fluidc elastique soumis a la force acceleratrice o. La 
dciisite p, cn im point quelconque (p,y, :■) cle ce fluide, sera propor- 
liounello a la prcssion p, c’est-a-dire que Ton aura 

(Gi) P = /‘P, 

k desigiiant un coefficient qiii dependra uniquement de la temperature 
eorrespondante an point dontil s’agit. Celapose, considerons un etat 
d’(Mjuilil)r(^ on de mouvement de la masse fluide, danslequel la tempe- 
rature, e.onnue en cliaque point, no varie pas avecle temps; k sera une 
Ibnction determinee de ac, y, s; et la pression p, si le fluide esten equi- 
se deduira d(' la fbrmiile 

( (i;, ) ' d\{p) = kOkdjc dy -h7.dz) 


(|ue |)roduit relimination do. p entre les formules (2) et (Gi). Au con- 
(raire, si le fluide est en mouvement, les cinq inconnues p,p, u, v, w 
devront verifier les cinq equations (ii), (iG) et (Gi), quelles que 
soient d’ailleurs les valours attribuees aux variables independantes a;, 
r, s, i. Dans !('. cas particulier oil les vitesses i/, v, iv demeurent con- 
staminent tres petites, les formules (ii) peuvent etre remplacees par 
les formules (2G), dcsquellcs on tire, en les combinant avec I’equa- 
liou (Gt)* 


( 6 . 3 ) 





<)y \ 



(JZ. \ J 


D’ailleurs, si Ton elimine p entre les formules (16) et (Gi), on trou 


vera 




diku) d(Av) , d[kw)__^, 
^ dx dy ds 
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puis, en considerant les vitesses u, v, w coname infiniment petites du 
premier ordre et negligeant les infiniment petits du second ordi’e, on 
deduira des equations (63) ot (65) combinees entro (dies 


((> 6 ) 


. dliP) 

dt 


Y('+Z«-0 + 


d ( kii ) 
dx 


d{I^ 

dy 


d{kw) 


Si inaintenant on suppose que les projections X, Y, Z de la force acct;- 
leratrice o soient independantes du temps, on tirora de I’equation ( 66 ), 
differentiee par rapport a t et reunic aux formiiles (63), 


{ 67 ) 


dt^ 

— /cX 


S- r-(X^-+- Y^-l-//) 

dl (/0 ^ 

dx dy 


dx- 


()( kY) djkZ ) 

d.Y 

dy- 


d ^ip ) 

d-J ■ ■ 


Telle estl’equation aux differences partielles du second ordre a laqiielle 
doit satisfaire la pression p dans un fluide tdastique en raouvement, 
lorsque, chaque molecub^ ayant une vitesse tres petite, la temperature 
et les projections de la force acceleratrice sont independantes du temps. 
Alors aussi, en designant par e,,, Wo If's vitesses initiales, e’est- 
a-dire, les valeurs de u, e, w correspondantes a z = o, on conclura des 
formules (63) et ( 27 ) 


( 68 ) 


(69) 




1 dlfrtl 

k 'dx 

L di(/d ~ 

/>■ dj' _ 

_! dl(/j) ~ 
A' dz 


dt, 

dt, 

dt. 



dv 

Jy 



Quant aux deplacements y], C, ils seront determines, comme dans D; 
§ II, paries 6 quations (33). 

Les formules ( 67 ) et ( 68 ) -se simplifient dans le cas oil, la direction 
et I’intensite de la force acceleratrice etant, ainsi que la temperature, 
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independantes du temps, le produit 

(70) ki'S.dx-^Ydy-r-l.dz) 

devient la differentielle exacte d’une fonction des seules variables a:;, 
Y, z. Alors, pour obtenir un etat d’equilibre de la masse fluide, il suffi- 
rait de rendre invariables les surfaces qui servent de limites au volume 
qui renferme cette masse, et de la distribuer, entre les diverses por- 
tions dll meme volume, de telle maniere que ladensite p et la pressioiiyu 
correspondantes a un point quelconque {x,y, z) fussent propres ii ve- 
rifier les formules (61) et (62). Gela pose, designons par f la valeiir de 
la pression p relative a I’etat d’equilibre dont il s’agit. sera une fonc- 
tion des seules variables x,y, z, qui verifiera I’equation 

{71) d\{^S)-k{\dx + Ydy + Zdz) 


OU, ce qui revient au meme, les trois formules 


(73) 




et Ton aura en consequence 

A-2 ( -t- -e ZO = -t-X -t- /cY -h A'Z , 

ax dy dz 

d (A-X) d{,kY) d(A-Z) __ dO(f) 

dx dy dz dx"^ dy'^ 

Done, si Ton fait, pour abreger, 

(73) l(Cl)_|(p)=:,H, 

les equations (67) et (68) deviendront 


( 74 ) 


d-'i c?-s 


dx^ 






r-: H- ^ X +.Y 


dx 


rd ^ 

57 




'W 


(75) U — 


B dt 


1 Ji) 


« dt 


PV “ + 


) f ndt 

Ji) 


dx ' — ^ . u : ^ 

Observons d’ailleurs que, la quantite a 6tant tres petite, I’equation (78) 



176 


SUR LES CONDITIONS D’^QUILIBRE 
donnera, sans eri’eur sensible, 


(76) 



et que les pressions <$, p, mesurees an point(a 7 ,_x, 5) : i” dans I’etat d’e- 
quilibre dont nous avons parle ci-dessus; 2“ dans I’etat de mouvement 
epic presente a la lin du temps t la masse fluide, seiont piopoition- 
nelles, en vei’tu de la formule ( 6 i), aux densites correspondantes a ces 
deux etats. Done la valeur numerique de la quantite positive ou nega- 
tive designee pai* a mesurera ce qu’on doit nommer la dilatation ou la 
condensation du volume an point (a?, y, dans le passage du premier 
etat au second. Ajoutons que cette dilatation ou condensation ne doit 
pas ctre confbndue avec celle que nous avons designee par la lettre u, 
et qui se rapporte au changement produit dans le volume d’une mole- 
cule Tn, tandis que la masse fluide passe de 1 etal initial de mouvement 
oude repos a I’etat de mouvement qui subsiste au bout du temps t. 

On pourrait encore parvenir aux formules ( 74) et (76) de la maniere 


suivante. 

On tiro des formules ( 63 ) et (66), en ayant egard aux equations (72) 
et(73), 

Ou __ d'i , Ov __ da 

'ioi dx^ ‘ dt d/’ ' Ot d-’ 


(7S) 


at 


d[ku) 

doc 


d{kp) 

~~~dy 


dikw) 

dz 


Or, si, apres avoir differentie par rapport a i? la formule (78), on la 
combine avec les formules (77), on retrouvera preejsement Feq na- 
tion (74). De plus, il est clair que les equations (75) se deduisent 
immediatement des formules (77) integr6es par rapport a z et a partir 
det=:0. 

Si l!on suppose que la masse fluide s’etende indefiniment dans tons 
les sens, il sera tres facile de determiner les fonctions arbitraires com- 
prises dans I’integrale g6nerale de I’equation (74)- En effet, ces fonc- 
tions arbitraires peuvent etre reduites aux valeurs initiales des quan- 
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tiles « (it C)i% (I’apres ce. qui a ete dit plus haul, la valeur initiale 
de 8, que nous designcrons par 8o» representei'a, au signe pres, la dila- 
tation OU la condensation que subit le volume du fluide elastique au 
point (x,j,z), quand on passe de I’etat d’equilibre ci-dessus men- 
tionne a I’etat dans lequel se trouve le fluide a I’origine du mouve- 
nuiut. Quant a la valour initiale de elle se deduira sans peine de la 
tbrmule (78), et sera, en vertu de cette formule, equivalente au po- 
lynome 


(79) 




k |_ dos 


d{kv^) , 9(A'(Po)l 


Lorsque la masse fluide est uniquement soumise a la force accelera- 
trico de la pesantcmr, alors, en supposant que I’axe des 5 soit vertical, 
et qu(' rordonnee sc compte positivement de bas en haut, on trouve 

X = o, Y=:o, Z = -s 


(5t, par suite, I’equation (74) se reduit a 


(80) 


^ ^ irk -k—. 


Si Ton suppose au contraire que la force acceleratrice s’evanouisse, 
requation (74) se reduira simplementa 


( 8 ,) 


^ __ , 

d/* ds" dt‘- 


Si Ton admet do plus que la meme temperature regne constamment 
dans toute I’etendue de la masse fluide, la quantile k deviendra inde- 
pendante des variables ic, y, s, et la formule (78) donnera 

da dw de dw. 

(8®) djr ds ^ 

puis on conclura des Equations (27) et (82) 

dj da 

( 83 ) Tt"=Jt 


OEuvres de C. — S. 11, t. VUI. 
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ot, pJir consocjucnt, 

(84) u = » — ao- 

Alors, si l’(!tat initial do la masse fluide est un etatd’equilibre, on aura 
a^ = o, et par suite 

(8r>) ^ = 

(50 qil’il etait facile do prevoir. 


g IV. — Sitr le mouvement de la ckaleur. 

Conet'voiis qu(^ I’on demande I’equation dii mouvement dc la cha- 
lour dans un t 5 ()r[)S solidi! ou dans I’espace. Supposons dailleurs, 
, 50 inm(' dans rArticle precedent, quo le calorique est un fluide qui 
penMn*. tons les corps, et dont cliaquc molecule sc meut toujours ii 
partiiMl’nn |)oint donne dans la direction suivant laquellc le 

docroissenient de la densite est le plus considerable. Admettons enlin 
(|ue la (piantite de edialeur, qui, pendant un instant tres court Az, tra- 
verse un eldiiKuit d(5 surface pcrpendiculaire a cede direction, estpro- 
poHionnell('. au module du decroissement dontil s’agit. Si I’on designe 
tiar (0 et p la vitesse et la densite du fluide au point (a;,j,5) au bout 
,P, (o„,ps /, puis par u, e, iv les projections algebriques de la vitesse co 

sur les ax(is e-oordonnes, on aura (voir la p. i55) 


( 86 ) 


p a : 


()x 


p^: 


■ k 






■A 

as 


k dosiKiiaiil inl coefficient positif, qui sera constant si le calor.quc sc 
mcul ilans I'ospacc ou dans un corps homog'ene, et qui, dans le cas 
oontraire. iiicsurcra la conduotibilitt du corps echauffe aupoint(a:,j,a ). 
Or si I'on substilue, dans laformulc (. 6 ) les valeurs des produits pn. 
pc’ pw Ur 6 es dos dquations ( 86 ), on en conclura immtdiatement 
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Dans le cas particuliev oii le coefficient A- a une valeiir constante, c’est- 
a-dire, independante dc x,y et s, I’equation (87) se reduit a 


( 88 ) 



Los fonmil('s(88) et (87) coincident avec cedes qui ont ete donnecs 
par MM. Fourier et Poisson, qiioique I’hypothese admise dans cet 
Article rcdativement a la propagation de la clialeur differe essentielle- 
luent de cellos quo cos deux geometres ont adoptees, et suivant les- 
quelles lecalorique serait un fluide qui s’ecliapperait par rayonnement 
dans toutes les directions possibles dc chacune des particules d’un 
corps ecliautfe. 


Je inontrcrai dans un autre Article I’analogie qui existe entre la pro- 
pagation du calorique etla propagation des vibrations d’un corps entie- 
rernent depourvu d’ldasticite. 



SUR LES DIFFERENCES FINIES 


DES 

PUISSANCES ENTIMES D’UNE SEULE VARIABLE. 


On sait que la difference finie d’une puissance entiere de la 

variable x s’evanouit dans le cas oil I’ordre m de la difference finie est 
inferieur a I’exposant n do la puissance. Dans le cas contraire, se 
reduit a un polynome on x du degre n — m. Or, parmi les moyens a 
Taidc desquels on peut determiner les coefficients des diverses puis- 
sances de X dans ce polynome, Fun des plus simples est celui c(ue 
fournit le calcul des residus, et que nous allons indiquer en peu de 


mots. 

Comme on a generalement, en supposant le nombre n entier, et le 
signe £, relatif k la variable 3, 


(0 


CC‘ 


'‘ = 1 . 2 . 3 . . . n r 




on en conclut 
(’■) 


A'"x"’=i . 2 . 3 . . . n r 


^mgxz 




la caracteristique A dtant relative a la variable x-, puis, en posant pour 
abreger Ax — h,on trouve 


( 3 ) 


^m^n— I .2. 3. . . 


(g/is_ j)mga 


Concevons maintenant que I’on developpe les deux fonctions 
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suivant les puissances ascendantes de et faisons 


(4) 


1.2 I 


.2.3 


: I H- Ml 5 ■+“ ■+■ • • 


Pour obtenir le residu chercher le coeffi- 

cient de s"-”* dans le developpement du produit 




hs 


/j'« I 


1.2 1.2.3 


ooz x^z‘ 

T ■^TTI 


(i-t-Mi/is -h Ms . 5 ^ -+-•••). 


et, par suite, I’equation (3) donnera 

f ^^x^=:n{n — — m -h i) 

(3)| -+.«(«-!). ..(/i-m)M, -H . . . -I- /» ( rt — ' ) ■ • • 3 . e. - 1 M„_,„ h'‘ . 


On tirera d’ailleurs de la formule (4) 


(6) Mi= 


m 


M, 




24 


m^{m H- 0 

48 ’ 


et generalement 


(7) M 


.=S[(0'(^y(T:^)'(Ti:< 


I .2.3. . . OT 


IJ (I.2...P) (1.2... r/) (I.2...r) (1 .2... ,9). 


le signe § indiquant une somme de termes setnblables a celui qui se 
troupe renferme entre les crochets, et relatifs k toutes les valours 
entieres positives de p, g, r,s, ... qui verifient les deux conditions 

( 8 ) p->rq-hr + s + ... = m, q + ar -+- 3 $ + . . . — 1 . 

Si, dans I’equation (5), on pose successivenaent 


n=:jn. 


w = m -h I, 


n = m “H 2, 


. . ^ 



(9) 
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on obtiendra les formules 


ji 

< 

2.3. . 

mh"\ 


1.2.3. 

. . ( w 4 - ^ 

li 

i 

< 

1-2.3, 

. . {/n + I 


1.2.3. 

. . (/;?. 4- 


X m\ 

k ^ 1 } 


m X “Hi) 


2 x‘^ m ( 3 “H r ) X {m -\- \) 


m 2 


24 


h 


48 



SUR LES 


intectRales aux differences finies 

DES 

PUISSANCES ENTIERES D’UNE SEULE VARIABLE. 




I^a metliodc (lue nous avons employee dans I’Article precedent pour 
determiner les differences finies des puissances entieres d’une seule 
variable pout egalement-servir a former les integrales aux differences 
tinies d(! (ics mernes puissances. Concevons, par exemple, que, la 
lettre n designaht un nombre entier, on se propose d’evaluer I’integrale 
aux differences linies Sa;'', c’est-a-dire, la valeur de y propre a verifier 
I’cijuation 

(I) = 

et suit cj(.'r!) une fonction periodique de cc, determinee par la formule 

AtDr(^) = 0. 

On rcconnaitra sans peine que I’equation (i) de la page i8o, savoir 

qXZ 

( 3 ) 1 . 2 . 3 .. 
cntraine la suivante 

(4) 2a;«=i.a.3...«^^^-pj5:rjy’ 
qui pout etre reduite k 

1 

Bn effet, pour verifier la formule (5), il sufflra (le prendre les dilfe 
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fences finies des deux membres, et d’observer que I’on a 


pi 6=^= _ p I p __ X'’- 

I ((s«+i)) I ” ' -2.3 

Admettons maintenant que Ton developpc les deux fonctions 


I if hz 

et -j - — = -p- iH 1 j 

suivant les puissances ascendantes de z,, et faisons 


( 6 ) 

Le residu 


I _j 1 

, 2 2.3 


: } CC^Z H- OCg -G' ■+■ . 


p I 


ne sera autre cliose que le coefficient de dans le devcloppement 
du produit 


( hz 

/ T -4 

1 _L. 

Y-Ui 

xz cc^ \ 

1 J -t 

V 2 

P 0 • • ' 

2.3 

7 ~hV 

1 1 r • • • 1 

I 1.2 / 


H • • • j ( I H" hz H- (x% , .) , 


et I’equation (5) donnera 

( 7 ) Iix” — (n -hi)h * 1 ^” + nxihx’^~^ n{n — i) x”'~^ 4- - ■ • -4- ro(.u;). 

On tirera d’ailleurs de laformule (6) 


,QN 1 II 

(o) “i=“ 2 ’ 2 6’ — 


et generalement 


1 . 2 . 3 . 4 3o 


j ag I::- 0, 


(9) == 0, a2,«=:: (— . 

m designant un nombre entier different de zero, et A.,_,n celui de; 
nombres de Bernoulli qui correspond a Tindice am. En effet, la for 
mule (6) donnera 




1+ - — 2 + . . . 

2 2.3 


((si+i)) 


'e’-i {{z^)y 
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ot, commo on a idontiqueinent 


T __ I e-~^i I I 2- j 


e'-— I 2 e- — I 2 2 2 

— e " 


oil troiivera cncoro 


(") 


OC/~ 




I ^ — e .j 


ip 


Or on conclura do la formule (i i) : en remplagant I par 2m — i, 


i“ on remplagant / par 2m ct z par 2.t\J— i, 


(.a) 


CC^/i 


( — 1)"^ P<i]sin^ I _ ( — i)" 




sini 


22m o dt o dt 

on, CO qui revicnt au meme, 

, (-»)" _i_ i_ 

*' 1.2.3... (2 OT — I) 2^"‘ ’ 


£ (levant cHre reduit a zero apres les differentiations; et, comme I’e- 
quation (72) do la page 349 premier Volume (') donnera 


(i 4 ) 


d^>»l 


sine 


de-" 



2 m 


il est clair que la formule (i 3 ) entrainera la seconde des equations (9). 
Ajoutons que de la formule (12) combines avec I’equation (21) de la 
page 3 oi du second Volume (*) on tirfera 

(l5) 2^ + 3^^ 


(1) OEwres de Cauchy j S. Il, T. VT, p. 4*^^* 
(®) OEuvres de Cauchy ^ S. 11, T. VII, p. 348. 

OEuvres de C . — S.ll, t. VUI. 
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Celapose, I’equation (7)pourraetre representeo sous I’unc des formes 


(. 6 ) 


(■7) 




1^?“+ -AsAa;"-* 

( /I -+■ I ) ^ ^ 

n ( n — I ) — ^ j-n-i _ . . . TO (^) , 


a. 3. 4 






I I 71 J 

, - + 2 - 

(« + l)A 2 0 2 

I n(n — i){n — a) ^„-3_ 
3o 2.3.4 


(i8) 




/i/? a‘^ 


2^11^ 


2^ 3^ 


ri( n — i) ( n — 






1 


Si. dans I’equation (i8), on attribue successivement au noinbre 
entier n les valeurs i, 2, 3, . . . , on en conclura 

x{x — h) , ^/ 

X > h TO ( ^ ) j 


2h 


('9) 




2ic’: 


x‘(x~fty 

4A* 


+ ro(^), 


II est bon d’observer que dc l’equation (10) on tire dircctement 

nr i.2.3...(7 + r + .s-h...) 

(,o) [ 2 . 3 J j 


le signe § indiquant une somm'e de ternaes semblables a celui qui cst 
renferme entre les crochets, et devant s’etendre a toutes les valours 
entieres, nulles ou positives de 9, r, s, ... qui verifient la condition 

(^21') q ^ 2 T 

Des formules(9) et(2o) comparees entre elles, il resulte : 1° que. 
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si Ton etend Ic signe ^ a toutes les valours entieres, nulles ou positives 
de q, r, s, ... qui verifient la condition 

<7 -h ar 4- 35 +. . .= 2/M + i > I, 


on aura 
2.3) ^j(— 


(1.2. 3. ..<7) (i 


• • ^ + + + •••'> f i f (_L ] 7-^ Y . - . ' = o ; 

.2.3.../-) (1.2.3.. . 5). ..Va,/ \2.-iJ J 


a" quo, si I’on etend le signe § a toutes les valours entieres, nulles ou 
positives de q, r, s, ... qui verifient la condition 


(a/S) 


-1- 2 /• “h 3 5 4- = 2 m, 


le (ermo correspondant a I’indicc am dans la serie desnombresde Ber- 
noulli sera 

r i.2.3...(7H-/'-4-.f-e...) 1 1 t ( —L- { 

A.a„, (- iy« + ‘ 1 .2.3..:%in ^ j (- • i )'/+'■+* h-.. __<^h,. 2 , 3 ...,.^^i. 2 . 3 ....v)... Va,/ \2.5.4 / 

On a vu, par ce qui precede, comment, a I’aide du calcul des re- 
sidus, on peut determiner la valeur generale do I’integraleSrr". On cal- 
culerait avec la memo facilite la valeur de Texpression 


iii. . .x". 


<iuel quo fut le nombre des integrations indiquees par les signes S; et 
Ton Irouvcrciit, cn clcsignant cc nombre par 

-y y y ^ qXZ 


(26) 

ou, ce qui rcTient au memo 


I n ^ ^ 

222...^'®= J .2.3. . 

Dans I’equation ( 27 ), ts,(ce), us.,{co), . . «m4) 
tent des foncions periodiques de la variable a?, qui peuv 
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sies arbitrairenioiit. Ajoutons (juo, si 1 on poso 

^0,8) ~ -4- -4-. . r=: 1 -4- OlI'iS -h Oil's -4- . • • , 


la formiile (27) pourra etre reduite 


(/^ 4- i). . -4- m)hP 


+ . . . -h -4- 011L',;,+i /^ -4- . 


— T -4- . . . -h “T“ 

, ^W-I ro, (d?) + TSii.CO) + . . . + X 5T„;-1 {^)-^ (*)• 


On tirera d’ailleiu's de la tbrmule (28) 


m m(3m — i) 

(3o) — > OK'S— 


{ni — I ) 

48 ’ 


el, seneralement. 


(3r) aio/: 


i{in+i)...{ni-hfj-i-r-hs..--- i) f jV-' / ' Y f ^ Y' ' 

■ .. a /n Vay \ 2 - 3 y V3.3.4; 




le signe 8 s’etendant a toutes les valeurs entieres, nulles on positives 
de q, r, s, ... qui verifient la condition (21). 



SUR LES DIFFERENCES FINIES 


ET LES 

INlllGRALES AUX DIEF^REINCES DES FONCTIONS ENTISRES 

D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES. 


A i elide dt!s foiiHuIes <^[ue nous avons etablies dans les articles pre- 
cedents, on determinera sans peine les differences finies et les inte- 
^ralos aux cliffercnqcs finies des fonctions entieres d’une ou de plu- 
sieurs variables. Pour y parvenir, nous observerons d’abord que, si Ton 
fait usage des notations adoptees dans le Volume II (pages i6i et 
suiv.) ('), les formulcs (5) et (29) de I’avant-dernier et du dernier 
article so reduiront aux deux equations 


(0 
(■ 0 


- 4 - Ml x”' M 3 A"*'*"® I) x" -f-. 

/ f ...x"- dix:’"' ( f..,x”'dx”'-~^ 

. . — rr: 1- 3 IL, -—-7 , - ,,,-, 


dont la secondo pourra encore ^tre presentee sous la forme 


(3) 


x'‘ 


hFiy' 




x’^ 


hm-i J), 


3i -h . . . H- 0]\/ffiX^ -l- h Dx^ -1- . . , , 


OU, ce qui revient au meme, sous la suivante 


Seulemeiit, pour que la valeur de SS. . .a;'* fournie par I’equation (2}, 
(3) ou (4) devienne la plus generate possible, il faudra remplacer les 

(* ) QBmres de Camfy> S. II, T. VII, p. 200 et suiv. 
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constantes arbitraires comprises dans les integralcs 

= /■/". . .a;" afdj"-', 

par des fonctions periodiques arbitrairement clioisies. Quant aux coef- 

ticients M,, M.,, M,, . . - ; OIL,, 310^, OIL, ils sc trouveront determines 

par les formules (4) et (28) des pages 181 et 188, ou, ce qui revient 
au meine, par les deux equations 


(5) (e=_i)'« =3“ (iH-M,: 

( £) ) (5" — I ) ^ ~ 3“ ( 1 -l- OIL 1 3 — f- OILg 3 “ H- OIL3 


— 3"‘ -l- 


Supposons maintenant quc, dans la formule (i) ou (4). on rcmplace 
successivement I’exposant n par les suivants n j , n -1- 2, . . • , ( t que 
I’on combine par voie d’addition les formules ainsi obtcnucs, apres les 
avoir rcspectivement multipliees par des coefficients donnes A, B, 
C, .... Alors, en faisant, pour abreger, 


on trouvera 

u — /jmpm u + MiA"'-^‘D"‘+' u -t- « + M3 A™-*-’ 4 -... 

et 

— h'» n— '”// -t- OIL') D-'”~*~' U +. • • 4- OIL',,, M 4- OIL A Dw -h 

Commc on pent d’ailleurs, dans le second membrc de I’equation (7), 
fixer arbitrairement le nombre des termes, et reduire 1 cxposant n a 
zero, la valeur de u que cettc equation determine pourra etre une 
fonction entiere quelconque de la variable ar. Done, pour devclopper 
les differences finies ou les ititegrales aux differences finies d’unc 
semblable fonction en series ordonnees suivant les puissances ascen- 
dantes de la quantite A = Aa;, il suffit de recourir aux formules (8) 
et (9). De plus, comme dans ces derni'eres les coefficients M, , M., . - 
OIL,, OIL,, . . . doivent etre deduits des equations ( 5 ) et (6), on trouvera 
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encore 

(10) 

el 

( 1 1 ) a .1=; ( — I iiy 

pourvu que, apres avoir developpe les expressions 

/ h\> \ni . / /iD \— m 

\e — i) a et ~-i; ii 

on scries ordonnccs suivaiR les puissances ascendantes de h, et, par 
consequent, en termes de la forme 

on considere la lettre D placee devant la lettre u comme une veritable 
caracteristique. 

Dans le cas particulier ou Ton suppose /«= r, les formules symbo- 
liques (lo) et (i r) se reduisent a 

(,-;() A« ~ i)w=; K, 

(i3) A-*«=:(e^“— 


et Ton en conclut 


/)=“ A’ 

A« A D U -h D® K H — ^ -+-••• , 

1.2 1.2.3 


(i5) lu-= 


j' u dao 


1 ^ H. ^ ^ D« - ~ J^D= M -t- ~ ] 


ou, cc qui revient au 

,du h^ dhi , P ePu 
(,6) = 775 ala:* 1.2.3 

f a dx , j /i du I A* ^ A^ d^u _ 

(17) iarc * — a“"’"6 5 5i'~35 2.3.4ala:“ 42 2.S.4.5.6sla:= 

11 cst essentiel de rappeler que la constants arbitraire, comprise dans 
Vinth^zl^ fudx que renferme l'6quation (17), doit are remplacee 
par une fonction p6xiodique, niais arbitraire, de la variable a?. 
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SUR LES DIFFERENCES FINIES 

Concevons a present que la lettre u designe unc fonction enti'ere, 
non plus de la seule variable x, mais de plusieurs variables indepen- 
dantes x, y, z, . . . ; et que Ton emploic les caracteristiques 

])^, D|, D», By, D|., D», D„ D|, D|, ... 

ou 

A.„ A|, A», ...; Aj,, Af., AJ, ...; A*, A|, A|, ...; ..., 

placees devant une fonction dex,y, z, . . pour indiquer les derivees 
partielles de cette fonction ou ses differences finies partielles des di- 
vers ordres prises par rapport a x, par rapport a y, etc. Alors, en 
posant 

(18) Ax = h, Ay—k, Az = l, ..., 

on tirera de la formule (lo) 

(19) A"^u—(e'‘^-—iy“u, i)"h, 

et, par suite, 

(20) A"‘ A^.. . . « = 1)™ 1)'\ . . «. 

De meme, si Ton emploie les caracteristiques 

T)-l T)~-2 T)-3 . T)-l T)-2 T)-3 . T)-l T)-2 T)-3 

9 ^ X 9 X 9 • • • 9 ■*-'/ 9 ^ y > ^y J * • * > 9 Z 9 9 • • • • • • 9 

A-1 A-2 A~3 . A-1 A-2 A-3 . A-1 A-2 A~3 

^X 9 ^x 9 ‘^x 9 • • • ? 9 ^y > ^y > • • • 9 ^z 9 ^z 9 9 • • - 9 • • ■ 9 

placees devant une fonction de a:;, j, s, . . ., pour exprimer le resultat 
d’une on de plusieurs integrations indefinies relatives a x, ou ay, ou 
a .s, ... et du genre de celles que Ton indique ordinaircment par le 
signe on par le signe S, on tirera de la formule (t i) 

(21) Ay"K= Aj'*a= i)“" k, 

et, par suite, 

(22) A-'" 

II est important d’observer qu’aprbs avoir developpd les seconds mem- 
bres des equations (19), (2o)y(2i) et (22) en series ordonnees sui- 
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Viuil l('s puissances ascendantes des quantiles h, k, . . on devra : 
i" c.onsidorerDa,, D,., . . . comme de veritables caracteristiques ; 2 ° sub- 
stituer aiix constantes arbitraires, comprises dans les integrales iiidi- 
qtuM's par les exposants negatifs de la lettre D, des fonctions perio- 
(li(fues, mais arbitraires. 

(ioiicevons encore quo I’on pose 

(■>,3) j, 5, ...). 


On tirera successivemcnt de la formule ( 12 ) 

I ( , • • . ) ^ ^sc } ^ 

f(., + /,, y /c, H- h, y,z,...) = 

!■(,„ -H h, :y - 1 - k,z^l,...):= -f- A, 7 H- k, z,...) = e'®' 


On aura done, quel qu('. soit le nombre des variables independantes x, 
(a/1) f(.T -h Aii?, 7 + Aj, 5 + As, . . .) = e . «, 


et, i)ar suite, 

(•>,5) l’(.'r-+-Aa;,7 + A7, 3-4-As,...) — f(aj,7, 5, ...)=(e ■ -i)u. 


Doiu!, si Ton designe par Am I’accroisscment total que regoit la fonc- 
tion entiere u — s, . . .) quand on y fait croitre simultanement 

X (le An?, y de As, z de As, etc., on trouvera 


(«()) 


Am = ( _ i) u. 


On aura, de m^.me. 


A» M = ( e‘ — i)* M, 


et g6n6ralement, m d6signant un nombre entier quelconque. 


(37) 

OEu9rm 'de C. 






s. n, t. vin. 
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Les diverses formulas que nous venons cle rappeler, et qiii etaient 
deja coiinues, so (rouvent rigoureusomont etablies par los considera- 
tions dont nous avons fait usage' dans cot article, tant quo la ionctioii u 
resto ('utiere. Si Ic contrairo arrivait, les memos formulos subsiste- 
raiimt (Micoro, mais dans certains cas seulement. Ainsi, par oxomplo, 
qiiand la fonction u cesse d’etre cntiore, les equations (lO) ot (17), 
qui coincident, la premiere avec la formule do Taylor, la soconde avec 
la Ibrmule d’Eiiler, subsistent seulement sous eertaines conditions 
dont Tune est la convergence des series comprises dans les seconds 
rnembres. 





SUR LES EQUATIONS 

QUl EXPIUMKNT 

LES CONDITIONS D’EQUILIBRE 

OU 

LES LOIS DU MOUVEMENT INTERIEUR 


D’UN CORPS SOLIDE, KLASTIQUE OU N'OX EEASTIQUK. 


§ h»’. — Considerations generates. 

Dans la rucherclvo des equations qui expriment les conditions 
<re(|uilibf(^ on les lois du mouvoinent interieur des corps solides ou 
Huidi's, on [Rvut eonsiderer ces corps, on comme des masses continues 
(lout la (lensite varie d’un point ii un autre par degrtis insensibles, ou 
eoimne des systemes de points materiels distincts, mais s(ipares entre 
eux par de trfis petites distances. C’est sous le premier point de vue 
qu(‘ l('s fluides ont (He envisages dans Tun des articles precedents et 
dans les div(n-s Traites de Mecanique publics jusqu’a ce jour. C’est 
aiissi sous le meme point de vue que nous considererons ici les corps 
solides. (Hda pose, soient M la masse d’un corps solide en equilibre, 
m une partieule ou portion inliniment petite prise au hasard dans cette 
masse, cc, j, a les coordonnees de la partieule m comptees sur trois 
axes rectangulaircs, et p la densite du corps solide au point (oc, y, =■). 
Si Ton nomme p', p", p'" les pressions ou tensions exercees au point 
(.r, y, s), et du c 6 t 6 des coordonn 6 es positives, centre trois plans pa- 
ralleles aux plans des y, s, des s, a; et des a?, j, les projections alge- 
briques des forces p' , />", p" sur les axes coordonnes seront deux a 
deux egales entre elles [poir la page 47 du Volume II (')], et pourront 

QEwres de'"Cauchx» S. IT, T. VII, p, 67. 
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etrc representees, en consequence, par les quantites 



i 

F, 

E, 

(>) 

F, 

B, 

B, 


E, 

I), 

C. 


Soient d’ailleurs 9 la force acceleratrice qui sollicite la particule m. 


et 


X, Y, Z 


les projections algebriques de cette force acceleratrice sur les axes des 
X, y, z. En prenant x, y, z pour variables independantes, on aura, 
comme on I’a prouve a la page 1 1 1 du Volume II (^ ), 


(2) 


dk 

d¥ 

dE 

dx dy 

” 4 - 

dz 

d¥ 

dB 

dJ) 

dx dy 

^ dj 

dE 

dD 

dC 

dx dy 

^di 


+ p X = o, 
“H pY — o, 
“H pZ o. 


De plus, si, apr^s avoir fait passer par le point {x, y, z) un plan quel- 
conque, on porte, a partir de ce point ct sur chacun des demi- 
axes perpendiculaires au plan, deux longueurs equivalentos, la pre- 
miere a I’unite divisee par la pression ou tension exercee contre ce 
plan, la seconde a I’unite divisee par la racine carree do cette force 
projetee sur fun des demi-axes que Ton considere, ces deux longueurs 
[aozr le Volume II, page 53 (')] seront les rayons vecteurs de deux 
ellipsoides dont les axes seront diriges suivant les memes droites. A 
ces axes correspondront les pressions ou tensions pnncipaks dont cha- 
cune sera normale au plan qui la supportera, et parmi lesquelles on 
rencontrera toujours la pression ou la tension maximum, ainsi que la 
pression ou tension minimum. Quant aux autres pressions ou tensions, 
elles seront distribuees symetriquement autour des axes des deux ellip- 


(‘) OEuQres de Ccaickj, S. U, T. YII, p. i44. 
(s) Ibid., p. 74 . 
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so'idt'.s. Ajoutons quo, dans certains cas, le second ellipso'ide se trou- 
vera remplaco par deux hyperboloides conjugues. Ces cas sont ceux 
dans Icsqucls Ic syst'eme des pressions ou tensions principales se com- 
j)Oso (rune tension et de deux pressions, ou d’une pression et de deux 
(elisions. Alors, si Ton substitue a la force qui agit contre cbaque plan 
deux composantcs rectangulaires, dont Tune soit normale au plan, cette 
dernii'i’c composante sera une tension ou une pression suivant que le 
rayon vecteur pcrpcndiculaire au plan appartiendra a I’un ou a I’autre 
des deux byperboloidcs, et elle s’evanouiraquand le rayon vecteur sera 
dirige suivant une des generatrices de la surface conique du second 
degiT- qui toucbe les deux byperboloides a I’infini. Concevons, pour 
lixer les idecs, que Ton nomme p la pression ou tension exercee au 
point {oc,y, z) contre un plan perpendiculaire a une droite qui, pro- 
longiie d’un certain cote, forme avec les demi-axes des coordonnees 
|)ositives les angles a, p, y. Soicnt, en outre, S 1 angle forme par cette 
droite avec la force p qui agit contre le plan du cote que Ton consid'ere, 
cl, X, [j., V les angles compris entre la meme force etles demi-axes des 
coordonnees positives. On aura, comme on I’a vu dans le Volume II 

[pages 4^ ‘d 49 (OJ> 

p cosX m A cos a -i- F cos (3 E cosy, 

^ cosfj. = F cos a -4- B cos (3 -h D cosy, 
p cosv =: E cosa 4- D cos (3 4~ C cosy, 

(4) cosa = cosa cosl -H cos|3 cosp. 4- cosy cos v. 

Par suite, la force p et sa composante perpendiculaire auplan seront 
(Uitermindes par les equations 

( /3=~(Acosa-+-Fcos|3-i-Ecosy)* 

1 +(Fcosa4-BcosP + Dcosy)*-^(Ecos« + Dcosp + Ccosy)b 

( p cos5 = A.cos® a - 1 - B cos’ p -i- C cos^y 

(^) j 4 - aDcosPeosy -f-aEcosycosa + sFcosacosp. 



(») OEuvm de Cauchy, S. II, T. VII, p‘ 68^ 
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II est aise d’en conclure que, si Ton designe par .a? -f- x, j - 4 - y, 5 + z 
les coordoiinees d’un point situe sur le second des deux ellipsoides ei- 
dessiis mention nes, on aura 

( y ) A X" B Y" H- C Z" -h 2 D yx 2 E zx -f- 2 E xy ^ it r « 

Enfm les pressions on tensions principales correspondront auxyaleurs 
de a, p, Y dMerminees par la formiile 

COsX ___ cos fJL _ COSV 
^ cosa cosjS ~ cosy ’ 

on, ce qui rcvient au memo, par la suivantc 

, A cosa H- F cosS -I- E cosy 

p COSO =:±:pz=: L 

COS a 

— E cosa 4 - B cos (3 -f- 1) cosy 
~ cos (3 

— E cosa D cos [3 -h C cosy ^ 

~~ cosy 

et, comme on tire de la formiile (9), en faisant, pour abreger, ±/3=w, 

^ (A — ro)cosa -+- Fcosf3 -f- E cosy = 0, 

( 10 ) J F cosa + (B — ct) cos(3 -+- D cosy = o, 

( Ecosa + D cos(3 H- (G — n3')cosy=:o; 

puis, en eliminant cosa, cos^, cosy, . 

) (A — ro)(B — ro)(C — 5 j)-D’‘(A -ro) — E^'tB — ro) — F®(G — nr) + 2 DEF = 

il est clair que les pressions ou tensions principales seront preoise- 
ment les valeurs numeriques des trois racines de I’equation (u). 

Pour tirer parti des equations (3), il est necessairo de connaitre b's 
relations qui existent entre les pressions ou tensions A, B, C, I), E, F. 
et les condensations ou dilatations lineaires mesurees au point (a;, y, 3) 
dans la masse M. Ces condensations ou dilatations sont cellos que pro- 
duisent les deplacements des diverses particules de la masse M, tandis 
que le corps solide passe de I’etat nature!, c’est-a-dire d’un etat d’equi- 
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libro, dans lequel la force acceleratrice ip ct les pressions supportees 
par la surface exterieure du corps seraient nulles, a I’etat d’equilibre 
dans lequel ccs forces cessent do s’evanouir. Cela pose, concevons que 
le point materiel correspondantaux coordonneosa?, j, dans le second 
etat du corps solide, soil precisement celui qui, dans le premier etat, 
avail pour coordonnees les trois dilferences 

X — \, y— Y), .3 — 

V], '( seront dcs fonctions do x,y, z qui serviront a mesurer les de- 
placements du point que Ton considere parallelement aux plans coor- 
donnes; ot, si Ton designo par s une quantite positive ou negative qui 
re|)resente la dilatation ou la condensation lineaire du corps solide 
iiK'.suree au point («■, r, -) sur une droit, e tracee de maniere a former 
avec, les derni-axes des coordonnees positives les angles a, p, on 
aura, comme on I’a prouve a la page Gi du Volume II (' ), 

dj Q d\ \- 

gcosp-^cosy)' 
gcos(3-|cosy)'. 

11 en resulte que, si, a partir du point {x,y, z), on porte sur les 
droites en question une longueur equivalente a i -f- e, I’extremite de 
cette longueur sera situec sur la surface, d’un ellipsoide dont la con- 
struction indiquera les rapports constants entre les dilatations ou con- 
densations lineaires mesurees dans les diverscs directions autour du 
point {cc, y, s). Les dilatations ou condensations correspondantes aux 
trois axes de Fellipsoide sont cellos que nous avons nommees princi- 
pales. Les autres se trouvent symdtriquement distributes autour des 
memfes axes. Ajoutons que, si Ton dtsigne par e', e", e et o des quan- 
tites positives ou negatives, propres a reprtsenter : i°les dilatations 


r / <)l 

z:;: COS a COS OC ■ 

IH- £ / \ dot 


(ra) 


+ (^cos[3 - 


df) 

dx 


cosa- 


“h [ cosy — -^-“Cosa- 


(1 ) OEmres de Cauchy^ S. 11, T. VU, p- 8^. 
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oil condensations principales; 2° la dilatation ou la condensation du 

volume ail point (ce, y, s), on aura [wojrla page 60 du Volume II ( )] 

I U =(!+£') (*+ 

Observons enfin que, si Ton designe par 
(1/5) A = /{ir, ,r, =) 

la valeur de la density p dans I’etat natiirel du corps, la densite corres- 
pondante a I’etat d’equilibre sera evidemment determinee aii point 

[x, y, z) par la formule 

(i5) P = 


Dans le cas particulier ou les deplacements y], C ont de tiespetites 
valeurs, en considerant ces deplacements, ainsi que leurs derivees, 
comme des quantites infinimcnt petites du premier ordre, et negli- 
geant les infiniment petits du second ordre, on reduit la formule 
( 12 ) a 


(16) 


^ cos^a-t- ^cos^(3-l-^cos®y 
dx dy ^ ds 

^ (di ^ (S i) 




cos a cos (3, 


Alors, si Ton fait, pour abreger, 

i X = It!) 

,^_d-n d% „ 

I 2 Oc) — -c — — l- — ? 2 c 


dx^ 


11 


CO 

il 

dri 

dK 


dl 



dy’ 

2 C — H 

ax 

dz' 

2p7 ZZ — 

dy 


la valeur de e deviendra 

(18) £ = Xcos-a4-Tll)Cos®P + ecos’7-H2(Dcos,(3cosy-H 2£ cosy cosa + 2#cosacosj3. 


Dans le meme cas, si Ton porte, k partir du point (a?, j, z), et sur la 
droite qui forme avec les demi-axes des coordonnees positives les 


( 1 ) QEuvres de Cauchy, S. U, T. VU, p. 88 . 
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angles a, p, y, une longueur dont le carre represente la valeur nume- 
I'ique dll rapport on trouvera, en designant par a? x, j + y, s + z 
les coordonnecs de rextremite do cette longueur, 


( iq) -I- Sz--l- 2 ffiyz 4- 2 Czx + 25xy = ± 1 . 


Done cette extremite sera situee sur la surface d’un ellipsoide qui 
[)Ourra sc changer en un systeme dc deux hyperbolo'ides conjugues. 
il est d’ailleurs evident que les trois axes de cet ellipsoide correspon- 
dront aux dilatations ct condensations principales. Quant aux for- 
mulcs (r.3) et (i3), dies donneront, dans I’hypothese admise [voir la 
page C6 du Volume II (^)], 


( 20 ) 


Ojc <)y 


ds 






df 



Ajoutons que les condensations ou dilatations principales serontdeter- 
minees en grandeur ct en direction par la formule 

S 4.- cos« -I- -'f cos [3 4- C cosy 

COS a 

^ Gos 0^ (3 -H cosy 

V \ “ C^S (3 

I C cosa"i-CDcos(3 + ©cosy 
\ ^ ^ 

de laqucllc an tircra 

(,3) (X „ s) (II!. _ ^) (8 ~ £) - - s) - £=(1)!. - d - - 0 + 

Si la densite A, relative a I’etat naturel du corps, etait supposee con 

yjf 

(1) OEwres de Cauchy^ S. II, T. VII, P- Sg. 

^ ^ 26 

OEiwtes de £7. — S. II, t. VIII. 
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stante, c’est-a-dire independante dea?, j, s, I’equation (21) donnerait 
simplement 

(24) p = (i — u)A. 

A I’aide des formules que nous venons de rappeler, on pent deter- 
miner les condensations on dilatations lineairos corrcspondaiites au 
point donne z) d’un corps solide, quand on connait les deplace- 
ments L Y], C Done, si Ton parvient a exprimer les pressions on ten- 
sions A, B, C,D,E, F a I’aide des condensations on dilatations lineaires, 
on pourra les exprimer aussi en fonctions des deplacements rj, ‘C. 
Mais, comme les relations qui existent entre les pressions et les con- 
densations, on les tensions et dilatations, ne sont pas les memes pour 
les corps elastiques et pour les corps non elastiques, nous renverrons 
la recherche de ces relations aux paragraphes suivants. 

Si les diverses particules du corps solide que I’on considere, au lieu 
d’offrir un etat d’equilibre, sont en mouvement, alors, en designant au 
bout du temps t par co la vitesse de la particule m correspondante aux 
coordonnees a?, j, s, par la force acceleratrice qui serait capable de 
produire le mouvement effectif de cette particule, par u, c, (p les pro- 
jections algebriques de la vitesse to, enfin par a;, y, ^ cellos de la force 
acceleratrice 'j/, on reconnaitra sans peine que Ton doit aux equa- 
tions (2) substituer les suivantes 


( 25 ) 



puis, en prenant pour variables independantes a?, j, 2, t, on etablira, 
comme dans un precedent article, entre les quantites a;, g", % ; «, e, w ; 
£, Y], t, les formules (10) de la page 161 et les formules (19) de la 
page 164. Si Ton suppose que les deplacements y], C et les vitesses 
M, w conservent constamment des valeurs tres petites, les formules 
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dont il s’agit pourront etre reduites a 


(96) 

1! 

2^ 

II 

II 

(■’■7) 

U — -3^, 

dt 

II 

II 

(d. Ton c 

n conclura 



(28) 

Y _ 

II 

1 


Nous remarqucrons, en terminant ce paragraphe, que la formule (i6) 
de la page iG3 subsisto dans le mouvement interieur d’un corps solide 
aussi bien que d’un corps fluidc; mais qu’on doit la considerer commc 
une combinaison dos formules (i3) et (i5), ou (20) et (2t). Ainsi, en 
particulier, si, outre I’equation (21) et I’equation (16) de la page i63, 
on elimine p, alors, en negligeant les infiniment petits du second 
ordro, on obtiendra la formule 

, V dj du di’ div 

= ^ + 

([ui s’accorde, en vertu des equations (27), avec la formule (20). 

§ IL — Sur VequlLibre et le mouvement interieur d’un coi'ps solide 

ilastique. 

Considerons iin corps solide place sous le recipient d’une machine 
pneumatiquo apres qu’on y a fait le vide, et supposons que la tempera- 
ture de I’espace qui environne ce corps soit partout la meme. Ce quo 
nous nommerons I’e'^ait natureldu corps solide, ce sera I’eta^ d’equilibrc 
auquel il pourra parvenir si les diverses parties de sa masse etles di- 
vers elements do sa surface ne sont soumis k aucune force exterieure 
autre que Taction du calorique. Concevo|^s maintenant que le corps, 
etant transports dans un milieu quelconqae, et sollicitS au mouvement 
par des forces exterieures, vienne a changer de forme, mais que la 
tempSrature de chaque molecule conserve sa valeur primitive. D’apres 
les notions generalement admises sur Telasticite, le passage deTetat 
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naturel a un nouvel etat produira, en chaque point, si ce corps est 
elastique, des pressions ou tensions independantes des etats interine- 
diaires et du temps pendant lequel le changement de forme aura pii 
s’eiFectuer. Lorsque pour chaque point d’un semblable corps I’elasti- 
cite reste la meme dans tous les sens, la pression ou tension exercee 
contre un plan passant par un point donne (x, y, s) depend unique- 
ment des condensations ou dilatations lineaires autour de ce point, en 
sorte que, le systeme de ces condensations ou dilatations etant connu, 
on peut en deduire le systeme entier des pressions ou tensions exer- 
cees contre les divers plans qui renferment le point {x,y, z). Alors 
e’est evideminent autour des memes axes rectangulaires que les deux 
systemes de quantites dont il s’agit se trouvent symetriquement distri- 
bues. Par consequent, trois directions perpendiculaires entre elles, ct 
que Ton pent nommer directions principales, correspondent en memo 
temps aux trois pressions ou tensions principales et aux trois conden- 
sations ou dilatations principales. De plus, il semble naturel de sup- 
poser, du moins quand les deplacements des molecules sont tres petits, 
que les pressions ou tensions principales sont en chaque point du 
corps elastique respectivement proportionnelles aux condensations ou 
dilatations principales. Admettons d’abord cette hypothese dont I’adop- 
tion facilite la recherche des formules qui expriment les lois de I’equi- 
libre ou du mouvement d’un corps solide, et designons par rs' , ci", vd" 
les trois valeurs positives ou negatives de la variable 

(So) TS = pC,Os8 — ±p, 

qui seront propres a representer les condensations ou dilatations prin- 
cipales. Les trois rapports 

j^fft 

/ n X Jjj (jj XjJ 

( 3 D 7. 7 

amronl la meme valeur numerique et seront tous les trois positifs, 
attendu que les deux termes de la fraction 
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soront run et Tautrc positifs quancl il y aura dilatation, et negatifs 
ilans Ic cas contrairc. Cola pose, si Ton nomme k une quantite positive 
dgalc aux rapports dont il s’agit, k sera la mesure de I’elasticite du 
<‘,orps au point {x,y, s), et Ton aura 

{?>■>.) w—kz, 

toutos Ics fois quo. les angles a, p, y correspondront a une direction 
principalo; d’ou il suit que la formule (9) pourra etre rMuite a 

A cos a -f - ,F cosP + E cosy 
cos ot 

F cos a B cos (3 4 - T) cosv 

= ^ 

[ _ ® cosot H- 1) cos(3 + C cosy _ 

\ cosy 

Or, on divisant cette derniero par la formule (22), on obtiendra la sui- 
vantc 

A cosflt 4 - F cosp 4-E cosy 
* cos a. -+- i cos (3 + C cosy 
F cosot -1- B cos (3 + 1) cosy 
i cosoc 4- 111) cos p 4- (0 cosy 

E cos DC 4 - T ) cosP 4- C cosy _ ^ 

C cos oc 4 - cos (3 4 - ® cos y 

de laquollo on tirera 

I (A — /cX) cosot 4- (F — ki ) cos(3 4 - (E — ) cosy =0 0 , 

(35) (F — /ci)cosot4-(B — A-ill>)cosP4-(D -A(D)cosy = o, 

{ (E — AC)cosot 4 -(D~A( 0)cos(3 4- (C - A3) cosy = 0; 

et, coramc les equations (35) devront subsister pour les trois systemes 
de valcurs de a, y correspondants aux trois directions prmcipales, 
on on conclura dvidemment 

(36) A=:AX, B = A^t>, C = ke, D = A®, E = AC, F = Al 

Kn effet, la {iremibre des equations (35). si elle n’etait pas identique, 
exprimorait que la direction dbterminbe paries angles a, p, y est per- 
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pendiculaire a une droite tracee de maniere a former avec les demi- 
axes des coordonnees positives des angles dont les cosinus soient pro- 
portionnels aux differences 
^ ^ A k e-lli), F A’ E A C , 

ou, en d’autres termes, que cette direction est parallele a un certain 
plan. D’ailleurs les trois directions principales, etant perpendiculaires 
entre elles, ne sauraient devenir paralleles a un memo plan. Done la 
premiere des equations (3.5), qui subsiste pour chacunc des directions 
principales, sera necessairement identique, et les diffeicnoes (3y) se 
reduiront a zero. On peut en dire autant des differences comprises 
dans la deuxieme et la troisiemc des equations (35); d’oii il resultc 
que les formules (36) seront toutes verifiees. 

On parviendrait encore facilement aux formules (36) par une autre 
methode que nous aliens indiquer. 

L’equation, (Sa) etant verifiee par liypotbese toutes les fois que les 
angles a, y correspondent a une direction principale, il en resulte 
que, dans le cas oil les equations (7) et (19) representent deux cllip- 
soides, les axes principaux du premier ellipsoide sont proportionnels 
a ceux du second. Done ces deux ellipsoides sont scmblables Fun a 
Fautre; et, puisqu’ils offrent, non seulement le memc centre, mais 
encore des axes principaux diriges suivant les memos droites, il est 
clair que les coefficients des carres des coordonnees x, y, z et de leurs 
doubles produits devront verier dans un rapport constant lorsqu’on 
passera de Fequation (7) a Fequation (19). Done, si Fon designe par /c 
ce rapport, on trouvera 


(38) 


R _C _I) _E 
oAa ~ D!) ~ S CD C 



Il est d’ailleurs facile de s’assurer : 1” que, si cbacune des equa- 
tions (7), (19) represente, non plus un ellipsoide, mais un systerae 
d’hyperboloides conjugues, les hyperboloides reprdsentes par la pre- 
miere equation seront semblables aux deux autres, et que, en conse- 
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([ucacc, la formule (38) ne cesserapas d’etre exacte; 2 ° que la quan- 
tile k sera toujours positive. Ajoutons que la formule (38) comprend 
evidcmment les equations (36). 

Los equations (36) etant une Ibis etablies, on tirera de ces equa- 
tions, combinees avec les formules ( 6 ), ( 18 ) et (3o), 

W = /f£, 

ou, cc qui revient au meme, 

(.3g) />cosi5 = A'£, 

quels que soient, d’ailleurs, les angles a, y. On peut done enoncer 
la proposition suivantc : 

Lorsque dans un corps elastique on suppose les deplacements des mole- 
cules ires petits, et les pressions ou tensions principales proportionnelles 
aux condensations ou dilatations principales, la composante perpendicu- 
laire d iin plan de la pression ou tension exercee contre ce plan conserve 
toujours le m&me rapport avec la condensation ou dilatation qui a lieu 
dans le sens de cette composante. 

Le rapport dont il est ici question ou la quantite positive k qui me- 
sure I’elasticite du corps solide au point { 00 , y, z) depend de la nature 
du corps en ce point. Si Ton suppose les dilferentes parties du corps 
solide formees de la mbme matiere, la valeur de k ne variera pas lors- 
qu’on passera d’un point a un autre; mais, dans la supposition con- 
traire, k deviendra generalement une fonction des coordonneesa;, j, 
Observons on outre *que, dans la premibre hypothese, si la loi de pro- 
portionnalite des tensions aux dilatations s’etendait a des dilatations 
quelconques, il suffirait, pour determiner la quantite k, de cbercher 
la tension capable de produire une dilatation representee par I unite, 
e’est-a-dire capable de doubler I’une des dimensions du corps solide. 
On y ^arviendrait en composant avec la matibre du corps un cylindre 
droit k base circulaire et d’une hauteur trbs petite, puis en fixant la 
base supbrieure de ce cylindre dans un plan horizontal, et suspendant 
b la base inferieure un autre cylindre de meme diambtre, mais forme 
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avec uae matiere inextensible dont la densite serait equivalente a la 
densite naturelle du corps. Alors, en supposant la hauteur h du second 
cylindre tellement choisie que celle du premier cylindre se trouvat 
doublee en raison de la dilatation produite par le poids du second, on 
pourrait prendre le poids dont il s’agit pour mesure de la pression 
totale exercee contre la base du premier cylindre, et, en divisant ce 
meme poids par la surface de la base, on obtiendrait la pression on 
cliaque point, et, par consequent, la valeur de la constante k. D’ail- 
leurs, si Ton designe par A la densite naturelle du corps, par s la sur- 
face de Tune des bases dans I’un des cylindres, et par g la force acce- 
leratrice de la pesanteur, le poids du second cylindre sera 

ghsA; 


et, en divisant ce poids par s, on trouvera 
(4o) k = ghA. 


Concevons a present que Ton considere la loi do proportionnalite des 
tensions aux dilatations comme uniquement applicable aux cas oii les 
dilatations sont tr'es petites. Alors, pour determiner la constante k a 
I’aide de I’experience indiquee, on devra disposer de la hauteur du 
second cylindre de maniere a produire seulement dans celle du premier 
une dilatation representee par une tres petite fraction, par exemple, 

une ddatation de > , ■, .... IVTais alors aussi nnni* 

obtenir la quantite h, on devra multiplier par looo, par loooo, par 
looooo, ... la hauteur du second cylindre. On pourrait, d’ailleurs, 
remplacer le second cylindre par un poids quelconque et, si ce 
poids produisait dans la hauteur du premifer cylindre une dilatation 
mesuree par la fraction-^, on aurait, pour determiner la quantite k, 
Tequation suivante * 


(40 


: n — • 
s 


Enfin, au lieu de fixer la base superieure du premier cylindre et de 
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suspcndre Ic poids 4 ’ a sa base inferieurc, on poumit fixer cette der- 
nidre. ct charger du poids 4 la base superieure. La pression qui en 
resultcrait produirait, non plus une dilatation, mais une condensation 
qui serait encore noesuree par la fraction 

Si la quantite k, au lieu de conserver la meme valeur dans touto 
rctenduc d’un corps solide, variait d’un point a un autre, cette quan- 
tite deviendrait, commo on I’a dit, fonction de x, y, z, et pourrait 
meme renfermer le temps t, si Ic coi’ps etait en mouvement. Alors la 
valour do k devrait etre donnee on ebaque point dans I’etat naturel du 
corps, ct determinee dans cet etat par une equation de la forme 

{h‘) k — {[x,y,z). 

Do plus, comme, dans I’etat d’equilibre ou de mouvement du corps, la 
molecule correspondante aux coordonnecs x, y, z serait precisement 
cello qui, dans I’etat naturel, avait pour coordonnecs les trois diffe- 
rences 

x — y — -n, K — 'i, 


il est clair qu’on aurait, dans I’etat d’equilibre ou de mouvement, 

( 43 ) A-= f(^ — ^,7 — — 0 - 

Or cette dernierc valeur de k, lorsqu’on y regarde t rj, 'C comme inti- 
nimont petits du premier ordre, est sensiblcment egale a celle que 
fournit requation (/p)- 

Revenons inaintenant aux equations (36). Si 1 on y substitue les 
valours do x, alt, e, ®, C, ^ donnees par les formules ( 17 ), on en tirera 


(44) 



B = A 


du 

dy’ 




die dz 


dZ 



dy 


il] 

diej’ 


puis, on combinantces derni'eres avec les equations (3), on trouvera 
pour les projections algebriques de la tension ou pression supportee 
au point (^ 1 , 7 , s) par un plan perpendiculaire au demi-axe qui forme 

0£upres de C. — S. 11. t. VIII. ^ 
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avec ceux cles coordonnees positives les angles a, p, y, 


(45) 


p cosA = k 
p cos p — k 
p cosv = k 



dy 


dji\ 

dx) 


cos (3 + 



do o 1 
cos a + -;r- cosp H — 
dy ^ 2 


1 

cosa + - 

2 





On devrait, a la rigueur, dans les equations ( 44 ) ct ( 45 )> supposer la 
valeur de k determinee par la formule ( 43 ). Mais, si, en considerant 

Y], ‘C comme infmiment petits du premier ordre, on neglige les infi- 
niment petits du second ordre, on pourra remplacer la valour en ques- 
tion par celle que presente la formule (42). 

Pour obtenir, dans I’hypothese que nous avons adoptee, les equa- 
tions d’equilibre d’un corps solide parfaitement elastiquc, mais dont 
les molecules seraient tres peu ecartees des positions qu’elles occu- 
paient dans I’etat naturel du corps, il suffira do combiner les equa- 
tions (44) avec les formules (2), et la formule (20) avec la for- 
mule (21). On trouvera ainsi 


d{k 


K 

dx 


dx 


dy dx 


dy 


d( k 


ox 


>.[ .d-ri , dl 
(46) { I \ dx'^ dy 
dx 

I dx^^ d 


d[k 


. do 
d,r 


dy 


dz dy 


dx ”^2 dy ds 


et 

(47) 


^ d(gA) a(YiA) ^(CA) 


dx 


dy 


dz 


“h pX — O, 
H- p Y rr o, 
-j- pZ O5, 


Les quatre formules precedentes sont les seules qui subsistent dans 
toute I'etendue du corps solide entre les quatre inconnues 7], ‘C, p 
conslderees comme fonctions des variables independantes z, t. 
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Mais, outre ces formulas, il y cn aura d’autres qui seront relatives aux 
surfaces par Icsquelles le corps pent Mre termine. Supposons, pour 
fixer Ics iclees, qu’il soit termine par deux surfaces, savoir : i° une sur- 
face rigide ct invariable, assujcttic de maniere a ne pouvoir changer de 
forme, et represontee par I’equation 

(48) t{x,y,z)z=o; 

• 2 ° line surface libre soumisc a une pression exterieure P, et repre- 
sentee dans I’etat naturcl du corps par I’equation 

( 49 ) “ o. 

Admettons, d’ailleurs, que la pression exterieure P soit normale cn 
ehaque point a la surface centre laquelle elle agit. On aura en meme 
temps, pour tons les points de la surface invariable, 

( i{x,y,x) = o, 

(50) 

(^ = 0, n = o, S = o; 

(>,t, pour tons les points de la surface libre. 


(5i) 


/JCOs}i = — Pcoscc, cospi — — P cosj3, jocosv = — Pcosy,, 


les valeurs de pcosA, />cospi, jocosv etant determinees par les for- 
mules (45), et les angles a, p, y par la formule 


( 52 ) 


cosa 


_ cos (3 

dy 


cosy 

d E(a; — j — n, 3 — C) ’ 
ds 


a laquelle on pourra, sans erreur sensible, substituer la suivante 
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Cela pose, les equations (5i) se reduiront a 

7 — V), - — ?) = o, 

i ^ I df(a;,y, s) __ P <lF(j:-, y, 

|()x 2 1 £>/ dxj dy 2 yds dec) ds /c da: 

54) : £ , ^ ^ _^\ dFix,y,s) ^ dF{x,y, s) £ dF(;a; , y, s) __ _ P d F(.z.',y , 

ia'dj? ' dy) dx ' dy dy 2 yds dyy ds . /• d;- 

f i/d: . dn dF(a?,r,s) i/dg dY]\ dF(^,y,s) dC dF(.^,.r,s) _ P dF(.r,. K, 
' aydo; ' ds) dx 2 ydj ds/ dy dz ds k ' ds 


II n’est pas inutile de remarquer que, dans les formulcs (46), la 
quantile designee par k conservera generalement une valeur ti'es con- 
siderable, et que, en cons^uence, on pourra, dans ces memes for- 
ffiules, remplacer, sans erreur sensible, la variable p par sa valeur 
approchee A. 

Dans le cas particulier oil les quantiles i?: et A deviennent con- 
stantes, alors, en ayant egard aux equations ( 20 ) ct (24), on tir(‘ 
des formules (4o) et (46), divisees par p. 


(55) 


I dx^ dy^ ' ds^ dx 

) ^ ^ du 

j dx^ dy^ ds^ ^ dy 



f fC , ^ ^ d»C 

\ dx^ dy^ dz”- 



Dans le memo cas, si 1 on ajoute les formules (55), apres avoir ditfe- 
rentie la premiere par rapport a a?, la deuxifeme par rapport a y, la 
troisieme par rapport a s, on trouvera ' 


(56) 


^-!£1 -i- ^ ^ , _L /dX dY 
dx- dy^ dz- gh\dx dy 





On pourraitdouter, au premier abord, que les formules (55) et (56), 
danscbacune desquelles les quatre premiers termes restent trfes petits 
par hypotbese, fossent appiicables a des cas oii les forces accelera- 
trices X, 1, Z ne seraient pas elles-memes tres petites. Mais, pour dis- 
sipercedoute,ilsufat d’observer que la quantite A est generalement 
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tres considerable, et que, en cons^uence, chacun des produits 


2 X 2 Y 3 z 
h g 


kg' h g’ 


differcra tres peu de zero, si le rapport 




^ZV 

is) * ' 

vl) 

V^) 


n’a pas une tres grande valeur. 

ConceYons maintenant ,qiio les molecules du corps elastique ne 
soient pas en equilibre, mais en mouvemcnt. On devra, dans les 
equations ( 46 ), ( 55 ) et ( 56 ), remplacer les qiiantites X, Y, Z par 
les differences 

x-x, Y-^y, z-at, 

les valeurs de x, S', % etant determinees par les formules (28). On 
trouYxra ainsi : 1“ on supposant k et A variables avcc x, y , 


d k 


dx 


dx 


1 

2 


( 5 ?) 




!>/ 

d(k 




2 


dz 


2 


dx 


-q_ 


()y1 

dy 


dy 


•+“ ■*" 
2 






■ K 

' Sr 


Ss 


■pY: 


(P-n 




\ 2 dx ‘2 dy 

f en supposant ^ et A constantes, 

^ ^ ^ do 

S-ri d^fi S^fi . dv 


a dv d- 


r, d-S. 

•P* — P (^^ 2 ) 


(58) 


2 „ _ _2_ 

d^ dz^ dx gh ~gh df’ ’ 

^ V— A ^ 

^ gh Si^ ’ 


S' 

2 


2 d“S 


dx^ dy^ ds‘ dy 
dP d7 d^ ^ gh gh d f- 

Si Ton ajoute ces derniercs formules apres avoir differentie la premifere 
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par rapport a x, la deuxieme par rapport a la troisieme par rapport 
a Z-, on cn conclura 

„ d'^v I /dX dY dZ\ i d-u 

dr^ d/^ gh Vd-c dy ds / gh dt- 

Dans le cas particulier oil la force acceleratrice o s’evanouit, et oii Ton 
a, cn consequence, X = o, Y = o, Z = o, les formulos ( 58 ) et (Sg) 
donnent simplement 





du 


dx^ 

dj- 


dx 

g/i dt- ^ 


d-'f] 

d-'n 

du 


~dx^ 




’ gh dt'^ ^ 


dK 


du 

-A ^ 


df- ^ 


dz 

■ gh dt^ ^ 




T 

d^-v 

dx^ 




dt^' 


On arriverait encore aux memes resultats si la force acceleratrice 9 etait 
supposee constante et constamment parallelc a une droite donnec. 

II est bon d’observer que, dans ces diverses equations, les quan- 
tiles V], C et 0 representeront les deplacements d’une molecule m du 
corps elastique, mesures parallelement aux axes dcs a?, y, z, et la dila- 
tation ou condensation du volume de cette molecule, tandis que le 
corps solide passera de I’etat naturel a I’etat do mouvement qui sub- 
sistera au bout du temps t. II en resulte : 1° que les valeurs initialcs 
de i, Y], 0 ne sont pas nulles ici comme dans les formulos que nous 

avons employees pour determiner le mouvement des fluides; 2° que la 
quantile designee par u dans requation (61) est a tres peu pres cello 
que nous avons designee par « dans I’equation (81) de la page 177. 
D’ailleurs, si Ton adopte la theorie precedente, il suffira, comme nous 
le montrerons plus tard, de recourir, d’une part a I’equation (81) de la 
page 177, d’autre part a I’equation (6t), qui est de m^me forme que 
la premibre, pour determiner les lois de la propagation du son dans 
1 air et dans un corps elastique. Done les lois dont il s’agit demeu- 
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I’ci’ont les memcs dans I’air et dans les corps elastiques. Ainsi, par 
cxemple, la vitesse du son sera constante dans un corps elastique 
comme dans I’air. Seulement clle dependra de la quantite A, et, par 
consequent, de la matiere dont le corps sera compose. 

La plupart des equations etablies dans ce paragraphe, et particulie- 
rement les formulcs (Sg), (44), (55), (56), (58), (Sg), sont extraites 
du Memoire que j’ai presente a I’Academie des Sciences le 3o sep- 
tembre 1822. Ces memes equations scraient remplacees par d’autres 
du memo genre si Ton modifiait I’liypotliese precedemment admise. 
Ainsi, par exemple, les formules (44), (45), (46), ... acquerraient 
do nouveaux termes ct doviendraient plus generates si, pour un point 
donne d’un corps elastique, on supposait chaque tension ou pression 
principale composee do deux parties, dont Tune serait proportionnelle 
a la dilatation ou condensation lineaire mesuree dans le sens de cette 
force, I’autro etant uniquement dependante de la position du point. 
Admettons maintenant cette derniere hypothese, et soient en conse- 
quence 

( 62 ) , r^'= ks' tn"=A£'-t-R, 57 '"= R, 

k, R designant des quantites qui ne pourront etre que des constantes 
ou des fonctions de x -I y - n, ^ -I- On devra remplacer la for- 
mule (33) par celle-ci 

( A cos g-f-FcosP-t-E cosy _ Fcosa + B cos(3 -)-D cosy 
j — ~cosg cos (3 

j E cosa + D cos (3 -h C cosy 

f ~ cosy 


ou, ce qui revient au meme, par la suixante. 


(64) 


( A — R) cosa + Fcosp-hE cosy 

cosg 

Fcosg- 4 -(B-R)cos| 3 -HDcosy 

' ~ ^ cos (3 

E cosg + D cosg -4- (C — R) cosy _ 


cosy 



216 STJR LES ^IQUA^TIONS QUI EXPRIMENT 

Or, en combinant celle-ci avec la formule (22) et raisonnant comme a 
lapage2o5, on obtiendra, au lieu dcs formules ( 36 ), les six equations 

I A — A JU H- R, B rr Alii) + R, C = ArG-)-R, 

( 65 ) 

(D = A-ffi, E = /cC, r = A-5'. 

On trouvera, par suite, au lieu des formules (Sg), ( 44 ) et ( 45 )» 

(66) cos6 = Ate + R, 

B 


(67) 


a=-4 + e, 


kp +R, 
dy 




2 \ dz dy 


cos a ■ 


/JCOs7 =:Rcosl k 
(68) { p cos/j!. = Rcos/ji+ k 
p cosv — R cosv + k 


‘■[I 

[i 


I \dx as 
1 ( dri 


C: 

F: 




2 '^ \ dy doc 


2 \dy dec 


cosp ■ 


I { d'i 


2\dz 


doc 


2 \doc dy 
ds 


cosoc • 


d-n 


cosS + - 
dy '' 


I / df) 


2 V ds dy 


^ cosyj , 
- ) cosy , 

yj J 


1 / d? dv) 

cos oc H — — H -T- 

2 \dy ds 


d’' 1 

cos(3 -h cosy . 


On peut conclure. des equations (68) que, dans la nouvelle.liypothese, 
la pression p, exercee au point (a?, j, s) contre un plan quclconque, 
sera la resultante de deux autres forces, dont Tune representee par R 
restera perpendiculaire a ce plan, tandis que la scconde coincidera cn 
grandeur et en direction avec la pression que determinent les for- 
mules ( 45 ). Quant aux equations qui exprimeront I’equilibre ou le 
mouvement du corps solide, on les deduira immediatement des for- 
mules (46) et (67) en ajoutant aux premiers membres de ces formules 
les termes 


(69) 


^ ^ ^ 

da; ’ d/ ’ ds 


Concevons a present que la partie R commune aux trois pressions 
principales suit proportionnelle ala quantite u qui mesure la dilatation 
ou la condensation du volume au point {x,y , :;). On aura 
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K designant un coefficient qui sera constant, si le corps est homogene, 
et que Ton poiirra consiclerer comme fonction des seules variables x, 
y, s dans Ic cas contraire. Cela pose, les expressions (69) deviendront 

^(Ku) (KKu) (I(Ku) 

(70 -T)^’ 


Bar consequent on trouvera, si le corps elastique est en equilibre, 



(^t, si le corps est en mouvoment. 



()(Ku) 

dx 


H- p X :: — p 


d^'i 

dt^ 


()(Ku) 

dy 


- 1 - p Y — p 


IF- 


d(Ku) 


+ pZ :=p 


d^-K 

dfl 


11 est essentiel d’observer qu’aux formules (72) et(73) on devratou- 
jours reunir les 6quations ( 20) et (47). Ajoutons que des formules (62), 
(66) et (70) combinees entre dies on tirera 


( 74 ) ns'-ke’-^-Kv, w" = ke" -hKv, vs'^zx: ke"' -hKv, 

(^5) pcos3 = A:e -t-Ku. 

Quant aux Equations qui se rapporteront k la surface exterieure du 
corps solide, elles seront semblables k celles que nous avons dejk don^ 

qS 

OEuorei de C. - S. H, t. Vlll. 
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nees (p. 21 1). Seulcmcnt on dcvra, clans les ('M|na(.ions (.h), siipposor 
les valours cIe/>cosX,jocosp.,/>cosv detcrminoos, non plus par les Ibr- 
mulcs (45), mais par les formules (G8). 

Lorsque les quautites k, K, A devicnnent constantc's, les formules (72) 
et (73), divisees par p, se rediiiscnt aux suivantes : 



( 77 ) 


df^ dz-J 
k f d^ri\ 

iA (5^ 5/ ^ d^J 




-h 


k ~f- K (}'j 
‘A A <jjj 

k 4 " K ()u 
~T\ ~~ dy 


+ X ■•■■ ■ o, 
-i- Y.::0, 


k_ dK , 

a A df dz^J 

2 A df^ d-V 

k / d^r) 

aA\dx“ ' dy^ ^ d-“/ 

± d^ n 

3 A\da?® d/“ ' dz'^J 


k “f* 2 K () 'J r, 

- 0; 

k -h *>. K, d'j y 

<n 


<)b 

k -h 2 K d'j 
t>/A" ' dy ^ 

dH 


k A K ()v r. 

d“C 

dz 

dl^ 


Or, si Ton combine par voie d’addition les trois formules (7(5) ou (77), 
apres les avoir respcctivcment diflerentieos par rapport a x, y, s, eten 
ayantegard al’cquation (20), on trouvcra 


(78) 
et 

(79) 


k + K/d^v d‘u d*u'\ dX dY dZ 

A \da-* dj^'^ 'd-V'* ()x * dy ^ d- 


it- + K/d“u d*'j <)^v\ dX dY dZ d*y 
“A" dx dj-^* di == 7)¥ 


Dans la nouvelle hypothfcsc que nous avons adoptee, on detcrmincra 
sans peine la valeur du rapport — compris dans los formules (78) 

(79)- Pour y parvenir, il suffira do recourir b une ex|)eriene.i‘ du 
genre de cellos que nous avons dejii indiquecs (p. 207 et 208). Con- 
cevons en effet qu’apres avoir compose avec la matibre du corps un 
cylindre droit a base circulaire et d’une tres petite Iiautcur, on ren- 
fermc ce cylindre dans une boite do memo diambtre, mais formde 
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(I’luie matierc inextensible, ct que I’on place sur la base superieure du 
cylindre un poids <T capable de procluire une diminution dc hauteur et 

par consequent une condensation mesurec par Si Ton nomme s la 

surlace de Tune dos bases, representcra la pression principale que 

la base superieure supportera en chaque point, et, en posant, dans la 
preiniere dos fbrmulos (74), 


on (rouvera 


On aura done 

(80) 

Si rnaintenant Ton pose 

( 8 ,) 


tfj: 


5 — u = - , 
n 


d’ I 

s ’ n 


A--f-K = /i-. 

s 


d 

n— —ffliii,. 


A designant la d('nsitc naturolle du corps, etg‘ la force acceleratrice de 

la i)osanteur, ~ sera la hauteur qu’il faudrait attribuer a un cylindre 

inextensible de meine diamidn! que le pi'cmier, et d’une densite egale 
a A, pour produire dans le premier cylindre la condensation mesuree 

par — D’aillours on tire.ra des equations (80) et_(8T) 

/ON A" -4“ K , 

(8a) 

puis, on substituant dans les formules (78) et (79) la valeur prece- 
dente du rapport - it— , on se trouvera de nouveau ramene aux for- 
mules (56) ct (59). II est permis d’en concluro que la propagation du 
son a travers les corps solides suivra precisement les memes lois dans 
les deux hypothhsos quo nous avons successivement adoptees, pourvu 
qu’on determine toujours la hauteur h h I’aide do I’experience que 
nous venous de decrire. 
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Supposons a present qu’au lieu de renfermer dans une boite inex- 
tensible le cylindre dont nous avons parle, on se contente de le placer 
sur un plan horizontal. II sera facile d’assigner la dilatation qu’eprou- 
Yera le diametre, lorsqu’on chargera la base superieure d’un poids 
capable de produire dans la hauteur de ce cylindre une condensation 
mesuree par En effet, dans la supposition dont il s’agit, la tension 
principale que supportera en chaque point la surface laterale du 
cylindre sera evidemment nulle, et Ton pourra en dire autant des ten- 
sions qui seront exercees en un point quelconque du cylindre, contre 
des plans paralleles a I’axe. Done, des trois quantites xs', xs", o'", il y 
en aura toujours deux, par exemple, o", o'", qui s’evanouiront, et Ton 
trouvera par suite 

(83) /f£"-hKu = ^e"'-hKu = o. 

Comme on aura d’autre part 

(84) z' = — 

on tirera de la formule (83) 

(85) 
et 

( 86 ) 

11 results des equations (85) et (86) qu’a une condensation de la hau- 
teur du cylindre mesuree par i correspond une dilatation du diametre 
mesuree par la fraction 

k~\- 2K n %n 

et une condensation du volume mesuree par la fraction 


u s' -h s" -e- s'", 




K 


k — 2 K. 


k I 


^ -h 2 IC 



221 


LES CONDITIONS D’EQUILIBRE ETC. 

Lorsque dans les formules (76) et (77) on suppose k = 2K, elles 
coincident avec ccllcs quc M. Navier a donnees pour determiner I’equi- 
iibre ou Ic mouvement des corps elastiques dans un Memoire presente 
a I’Academie des Sciences le i 4 mai 1821, et que M. Poisson a repro- 
duites on les etablissant d’une autre maniere dans un Memoire qui 
n’est pas encore public. Alors les equations ( 85 ) et (86) donnent sim- 
plernent 

(87) = 

All reste, je reviendrai sur les formules (76) et (77) dans un second 
Article, qui sera consacre a la recherche des equations d’equilibre ou 
de mouvement des corps solides consideres comme des systemes de 
points inatcricls distincts les uns des autres, mais separes par des dis- 
tances trbs petites, et qui contiendra les formules generales que j’ai 
donnees a co sujet dans uri Memoire presente a I’Academie des Sciences 
le i‘'‘"octobrc 1827. 

Je remarquerai, on terminantce paragraphe, que les equations (72), 
(78), (76), (77), (78) et (79) ne devraient suhir aucune modification 
si Ton attribuait aux pressions designees par A, B, C, D, E, F, non plus 
les valeurs que determinent les formules (67) et (70)* ces memes 
valeurs augmentdes do constantos arbitraires. . 


g ]1J_ Siiv 1(1 mouveTnent int6rieur d’un corps solide non elastique. 

Dans un corps solide non dlastique, les pressions ou tensions ne de- 
pendent pas soulemont du changement de forme que le corps eprouve 
on passant del’dtat naturel a un nouveletat, mais aussi des etats inter- 
mediaires et du temps pendant lequel le changement de forme s ef- 
fectue. Dans un semblable corps l’Masticit6 disparait entierement, 
lorsque les pressions ou tensions deviennent ind6pendantes de I’etat 
naturel du corps, et peuvent 6tre d^duites, k la fin d un temps quel 
conque designe par / ou t -f- Ai, du changement de forme que le corps 
vient de suhir dans un instant trbs court At. Alors le systbme des pres- 
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sions ou tensions exercees a la fin du temps t contre les divers plans 
qui renferment un point donne (a:,7, s) depend uniquement des con- 
densations ou dilatations lineaires qui ont lieu autour de ce meme 
point, pendant I’instant td, c’est-a-dire, des condensations ou dilata- 
tions instantanees que determinent les formules (17) et (18), quand 
on substitue aux deplacements absolus q, d’une molecule les depla- 
cements infiniment petits et instantanes 

( 88 ) ^ bkt—v Lt, — 

^ ^ dt at at 


que cette molecule eprouve parallelement aux axes des x,y et s. Par 
suite, les condensations ou dilatations instantanees et principales 
doivent etre dirigees suivant les memes droites quo les pressions ou 
tensions principales, et ces deux systemes de quantites doivent etre 
lies entre eux d’une certaine maniere. Parmi les hypotheses que I’on 
peutfaire a ce sujet, I’une des plus naturelles consiste a supposer que 
les trois pressions ou tensions principales sont en chaque point pro- 
portionnelles aux trois condensations ou dilatations instantanees et 
principales. Si Ton admet cette hypoth'ese, les pressions ou tensions 
exercees contre trois plans perpendiculaires aux axes des x, j, s, et les 
projections algebriques de ces pressions ou tensions sur les axes, 
c’cst-a-dire les quantites (2), seront determinees, dans un corps solide 
entim’ement depourvu d’elasticite, non plus par les formules (44)> 
mais par les formules semblables 



C = k 


dw 





du 

dy 


dsoj' 


que Poll deduit des six premieres, en substituant aux deplacements 
7], "C les quantites (88), et au produit kAt une nouvelle fonction k des 
differences x — y — y], z — X,. II est essentiel d’observer que cette 
fonction k se reduira simplement a une constante, si les diverses par- 
ties du corps solide sont formees de la meme matiere. Si maintenant 
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on combine les equations (89) avec les formules (20), on trouvera 



k 


du 


r dy 


dv 
^ dx 


dy 


1 

2 


d 





dz 


pX = p.x, 


(90) { I _A_^ 


^ k 




du 
^ dr 


d k 


ds 


-h • 


■ dy 


dy 


k 


di^ 


dw 
^ dr 


dz 


■pY 




H- p Z — p 


les valeurs de rc., g", % ct de u, e, w etant liees a cellos de v], par les 
formules (10) de la page 161 et les formules (19) de la page 164. 
Quant auxquantites u etp qui repi'esentent : 1° la dilatation du volume 
d’une molecule, tandis que le corps passe do I’etat naturel a I’ctat de 
mouvement qui subsiste-au bout du temps t; 2° la densite du corps a 
cetto epoque, elles seront toujours determinees par les equations (i 3 ) 
et (i 5 ). 

Dans le cas particulier oil Ton suppose les deplacements r\, ‘C tris 
petits pendant toute la duree du mouvement, et oil les quantites k, 
A deviennent constantes, les equations (i 3 ) et (i 5 ) doivent Mre rem- 
placees par les equations (20) et (24), et les formules (64) peuvent 
etre reduites aux suivantes : 


(91) 


d'^u O^u d^u ^ \d£) , _ aA du 

/ ^2 p ^2 ^ ^ \ / 2 A Y _ d^ 

d^- dy^ dy 'k ^ ~ V ~dl ’ 
d( — ^ 

d'-w d-w , d^^v ^ \dtj 2 A ^ ^ dtv 
I dx'^'^dy'^ dz'^ k ^ k (Jif 


Si Ton ajoute celles-ci, apres avoir differentia la premiere par rapport 
a sc, la seconde par rapport ii y, la troisibmc par rapport a z, on en 
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tirera, en ayant egard a I’equation (29), 




192) 




die^ 




H- 


dx 


a 

dy 



Enfin, si la force acceleratrice s’evanouit avec ses pi’ojections alge- 
briqiies X, Y, Z, les formules (91) et (92) deviendront 



II importe d’observer : 1“ que la quantite ^ comprise dans I’^ua- 

tion (94) est proportionnelle a la dilatation du volume pendant un 
instant tres petit Az; 2° que I’equation (94) est semblable a la for- 
mule (88) de la page 179, c’est-a-dire a celle qui determine le mouve- 
ment de la chaleur dans un corps homogene ou dans I’espace ; d’oii 
resulte une analogic remarquable entre la propagation du calorique 
et la propagation des vibrations d’un corps enti^rement depourvu 
d’elasticite. 

Les formules (89), (91), (92), (93), (94) sont extraites du Memoire 
que j ai presente a I’Academie des Sciences, le 3o septembre 1822. Ces 
formules devraient etre remplac6es par d’autres du meme genre, ai Ton 
modifiait I hypothese precedemment admise. Ainsi, par exemple, si, 
pour un point donne d’un corps non 4 lastique, on supposait chaque 
pression ou tension principale immposee de deux parties, dont Tune 
serait proportionnelle h la condensation o.u dilatation instantan6e, me- 
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sLiree dans le sens cle cette force, tandis que I’antre, designee par R, 
depen drait uniquement de la position du point, on devrait aux for- 
mules (89) substituer les suWantes : 


(95) 





B = k^ +R, 
dy 

I , / da 

‘■=iH53 + 5 



Concevons a present quo la partie R commune aux trois pressions prin- 
cipalcs dcviennc proportionnelle a la quantite 


(96) 


du 

dt 


At 


qui mcsure la dilatation ou la condensation instantanee du volume au 
point (x,y, z). On aura 


(97) 


R: 


■Hr 


K designaiit un coefficient qui sera constant si le corps est homogene, 
e,t fonction dcs differences cc — y — -q, s — ^ dans le cas contraire. 
Cola pose, on tirera dcs formules (aS) combinees avcc les equations 

(9,5) ct( 97 ), 



Enfin, si Ton suppose que les deplacements y], ‘C restent tres petits 
pendant toute la duree du mouvement, et que les quantites 
deviennent constantes, les formules (98) pourront 6tre ’’ 

OEtwres ie C* S. 11, t. VlU 
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celles qui suivent 


I 

2d\d.r- dj^ ) 

I JL f ^11 -4- — -1- — 

2 A \ do)’ dy^ dz^ J 

k (d-^v d-iv d^\ 

\ 2 A \ d<x^ dy^ dz^ ) 


k-^2 K^\dt) , — 

2 A dzc " dt ’ 

k -f- 2K \ dt ) , Y = ^ 

2 A dy dt^ 

■)(^^\ 

k -f- 2K / , r, _ d^Z- 
2 A ds ^ 


et Ton en conclura 



Les formules (98), (99) et (100) sufesisteraicnt encore sans aucune 
modification, si Ton attribuait aux pressions ou tensions designees par 
A, B, C, D, E, F, non plus les valeurs que determinent les equations 
(90) et (97), inais ces memes valeurs augmentees do constantes arbi- 
traires. 
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b’un 

SYSTEME DE POINTS MATERIELS 

vSOlXrCITES 

PAR nES FORCES D’ ATTRACTION OD DE REPULSION MUTDELLE. 


(loiisidtirons un (res grand nombredc molecules ou points materiels 
dislriiuies arbitraircmcnt dans uno portion de I’espace, et sollicites an 
inonverncnt par dcs forces d’attraction ou do I’epulsion mutuelle. 
Soienl. 

m la masse (rune do cos mol(jcules, 
m, tri, m", ... les masses des autros; 

et supposons ({u’a unc certaine (ipoque 

a, /), a d<!‘-signent les coordonnecs do la molecule in, rapportees a trois 
ax('s rectangulaires dos x, y et i:; 
a -h A«, h -+■ Ah, c 4- Ac les coordonnecs d’une autre molecule m; 
r la distance des molecules m et m; 

a, [i, Y les angles formes par le rayon vecteur r avec les demi-axes des 
coordonnecs positives. ’ 

Admettons d’ailleurs que I’attraction ou la repulsion mutuelle dcs 
deux masses m ct m, etant proportionnelle a ces masses et a une tonc- 
tion de la distance r, soit represcntiie par 

(,) mm(ir). 

La resultante des attractions ou repulsions exercees sur la molecule m 


228 SUR L’SQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

par les molecules m, m', ... aura pour projections algebriques sur les 

axes coordonnes 

( 2 ) .n§[±7«cosal’(r)], mS[± otcos( 3 f(r)], nt § [± /tz cosy 

la lettre § indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
aux diverses molecules et le signe ± devant etre reduit au 

signe -H ou au signe — suivant que la masse m sera attiree ou repous- 
see par la molecule tu, Ajoutons que les quaiitites A< 2 , Ac pom i out 
etre exprimees en fonction de r et des angles a, y par les formules 

(3) Aa = rcosa, A6 = rcos(3, Ac = rcosy. 

Supposons maintenant que I’etat du systeme de points materiels soit 
change, et que les molecules m, m, m' , ... se deplacent dans I’espace, 
mais de maniere que la distance de deux molecules m et m varie dans 
un rapport peu different de I’unite. Soient 

I, D, ? 

des fonctions de a, b, c, qui representent les deplacements tres petits 
et paralleles aux axes d’une molecule quelconque tn ; 

X, y, z; x-h Ax, y -t- Ay, s-hAz 

les coordonnees des molecules m, m dans le nouvel etat du systeme; 

r(i + e) 

la distance des molecules m, m dans ce no.uvel etat; £ exprimera la 
dilatation tres petite de la longueur r dans le passage du premier etat 
au second ; et Ton aura exidemment 

( 4 ) x — a-^l,, y = b-\rr\, z:zzc-\-X', 

Ax xzAa + A^-\~r cosa -i- A^, 

Aj = A6 H- Ay) 4- r cos.(3 H- An, 

As = Ac 4- A5 4- r cosy -4 A?; 



( 5 ) 
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/ _l_ £)2— Aic- -l- Ay^-l- 

, =: ar (cosa A^ + cos (3 Ay) + cosy A?) -H A^^+ Afl*+ A?^, 


(7) I + ^ 


— y/ n- (cosa A^ - 1 - cos ^ Am + cosy A^) H- p (A^^+ Am^ + A?^). 


De plus, le rayon vecteur mone de la molecule m a la molecule m for- 
mera, avec les demi-axes des coordonnees positives, des angles dont 
les cosinus seront representes, non plus par 


(8) 

cosa = ) 

cosP — — > 

inais par 



(9) 

A,'r 

A/ 

r ( I s ) 

r(i 4- £)’ 


Ac 


?■(! + £) 


Kn consequence, les projections algebriques de la resultante des 
attractions ou repulsions exercecs par les molecules m, m',... sur a 
molecule m deviendront respectivement egales aux trois produits 


(10) 


‘S 

■s 

■s 




Done, si Ton pose 


(11) 
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les trois produits 


ntX, ml!), m3, 


et les trois guantites 


representeront les projections algebriques : i° dc la resultantc dont il 
s’agit; 2“ dc cctte resiiltante divisee par ni, ou, ce qui revicntaumeme, 
de la force acceleratrice qui sollicitera la molecule m, ot qui sera due 
aux actions des molecules /«, m!, .... 

Dans riiypothese que nous avons admise, c’est-a-dire lorsque les 
deplacemcnts y], ‘C sont tres petits, alors, cn considerant ces depla- 
cements comme infiniment petits du pi’cmier ordre, et negligeant les 
infiniment petits du second ordre, on tire de Tequation (7) 


(12) 


s =:= - (cosa cos (3 A-/1 -1- cosy A?). 


Dans la memo hypothese, on aura encore, a tres peu pres, 

( 1 3 ) + = ( I _ s ) f( '‘I + £/• !■'(/•) _ ^ 7 - !•'(/■) - 7 j; ( /• ) . 


puis on conclura des formules (11), combinees avec les equations (u) 
et (t 3 ). 



r('-) 

rp(r) — f(r) 

r(^) 

rf'(r)-f(r) 

IX'-) 


A^ 1 ) 


Lorsque le premier etat du systfeme des points materiels est un etat 
d’equilibre, il suffit de remplacer q, C. £ par zero dans les for- 
mules (i4), pour faire evanouir ,1, 1^, 3 . On a done alors 

(i5) 3[±mcos«f(r)] = o, §[+ w cos(3 f(r)] = 0 , § [± ot cosy !’(/■)]= o, 
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et, par suite, les formules (i4) se reduisent a 


(i6) 


11 

zb ?7l 1 

J /■(''(/■)-(’(/■)]£ cos a + A^ j 

11 

zb m 

3 cos P + !^^A-/i] 

1! 

1 zb 77% 

[['•r(r) -!’(/•)]£ cosy + ^4c] 


oil, cc qui rcvicnt au memo, a 


-j- '' i ^'} — cos^a') -I- - - — (cosacosP Ay) 4 - cosacosy Ar ) 


’=Sh”’[('T 




cos^(3 I Aiq 




(cos (3 cos -/ A? -h cos P cos a A; ) 


_ 1 _ ffc) cos-y'\ AC + (cosy cosa A£ + cosy cos p A-/]) 


Concevons a present que Taction dc m sur in et la fonction f(r) ne 
conservent de valeurs sensibles que pour de tres petites valeurs de la 
distance r. Alors on pourra, sans inconvenient, dans les formules (12), 
(t, 4) et (17), substituer aux quantites ^y\, LX, les valeurs appro- 
chees qu’on obtient lorsquc, aprfes avoir developpe chacune de ces 
(juantites suivant les puissances ascendantes des differences finies 

Aa=: 7 'Cosa, A6 = rcosP, Ac = r cosy, 

on reduit chaque, devcloppement a un petit nombre de termes. Or on 
tirora de la formule de Taylor etendue a plusieurs variables 


A^ = 


<K 

da 




4- i -4- X. 




db 


dc 


1 . 2 V oa- 


db^ 


dc* 


Ac*-1-2 


db dc 


Ad Ac+2 


d^-j 

dc da 


Ac Aa 4-2 


d^l 

dadb 


AaAd 



232 

da 


SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


^"0 A, dri . 

■ ^^b + ^ Ac 
db dc 


I 

I .2 




- 2 -4-4- Ac + 2 4-4- Ac La - 


' db do 


‘ dc da 


d^-f] A AJ^ 

- 2 La Lb 
da db j 


A? = ^ A« + §A6 +§Ac 
da db dc 


, 


.2 Jq-AcAa- 

dc da 


.2^5-AaAi 

Off 0 


ou, ce qui revient au meme, 


I AS = ;■ ( ^ COSa + ^ COS ^ H- 


\ 

53 


r2 mt ' „„ d2S ' d2f „ d2f 

772 (sf^ “ + W p 53? ^ ^ 5753 P ^ 5753 ^ ^ " 5357 Pj 


I At 


= (g COSa+;5; cos COSY 


db 




) 


(i8j 


7.2 /(^2-y> (^2^, C^2 iq C>2 7 ^ rj'^7) Tj , \ 

-^77(55?“® “+55?‘=°® ^ ^53? 


()2 7] 


()2^ 


^273 


f:)2 73 


<)2ri 


A?=7-(^COSa+;^COSP+;^COSr) 




d5‘ 


dc 


„2 /^2r (?2r’ ^2r (j2r (pt ^ 

77 (555 53? P ^ 53? " 5753 5553 7 cosa + cosa COS [d j 


et, si, dans les seconds membres des formules (18), on neglige les 
tennes qui renferment des puissances de r superieures au carre, il est 
clair que les valeurs de M, 3 deternainees par les equations (i4) ou 
(17) se reduiront, comme la valeur de £ fqurnie par I’eguation (la), a 
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(los fonctions iineaires des quantiles 


('9) 


da ’ 


(! 10 ) 


'(W ’ 
\ da^' 

I 

\ 


dc’ 


dn ^ dn_ 
da ’ do ’ dc ‘ 


d^^ 

dc**’ 

d^-l 

d-l 

ddi ’ 

db dc ’ 

dc da ’ 

d'-fj 

d“n 

d"'f] 

d"'f] 

w 

dc^ ’ 

dbdc 

dc da 

d^-K 

d^S 

d^-K 

d-^K 

dh^’ 

dc- ’ 

dbdc' 

dc da ’ 


^ 

da ' db ’ dc ’ 

d^-'e 


dH 


d-^K 


(iela [)ost;, si Ton fait, pour plus dc commodite, " 


!- o di 

,,^_cos« + ^cosP+^cosy, 


(at) 


. df\ d-n „ dr) 

. .,,^„cosa+j^cosP+^r,osy, 

dt; d; „ dC 

c, = -r- cosa + -j cos^ + cosy; 
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^ iii/\n2« _ i .. 2 f-t _i.„ onc^i v -X. ^ ^CO” ^ ’ 


d=t 


oos-^ . -H cos^ P -H ^ cos'^T + a eos p cosy + a ^ cosy cos a + a 

-,, = -j;^ cos-^ a -H cos? p + --I COS^T + a cos p cosy + a — cosy cos « + a 


C., = cos'-^a + ^ cos'-* p X t— cos-y 


-H a -rr^ cos P cos Y 4- a - — ~ COSY cos a 4- 2 ■ 
db do * Oc Oa ‘ ' 


^ da db 


on trouvcra simplemont 

(a3) A-n = 7'^Y)i + ^v) 2 ^, A?=:/-(^C, + 

(24) £ ::r COS a 4- ‘Oi COS{3 4- Si COSy 4- - (^2 COBOC -4 V 2 COSp 4- Ss COSy) ; 


et, par suite, les'equations (i4) donneront 

(25 ) X ■:== Xq ~h -h 19 := Do-4- -4 3 = Bq 4- 3p4- 

■ Cm^res de C, - S. II, t. VIII. 


cosa COS p, 

cos a cos jS 5 

cosa cos 
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pourvu qiic I’on pose 

(•i6) 1',,=: ^[d=7MCOSaf(r)], t)„=^[±/racosPf(^)], 3o= §[±WC0SY|’('‘)]- 

J, = ^ [± ['(/■)] -t- j±'»(^i cosa -Hvii eosp + Si cosy) eosa[;' [’'(i') — f(i-)]{, 

li), = ^ [±wri,|’(r)] + ^ \ cosa-f-rii cos^ -t- Si COSY ) cos [i [r f'(i') - iXc)]!, 

3i ^[iwSi !’('')] -l- § cosa-H-'Oi cosp + Si cosy) cosy[c (’'(c) — i’(c)]| ; 

.T,= ^ j^dr ~ 5, |’(c)j -t- ^ I ± —(f, cos ad - -02 COSp S 2 C 0 SY)C 0 Sa[r r(c) — l’(c)] |, 
(aS) I 1 ) 2 = ^j^±'-^-/i2|’(c)|-f-^|±^(^3COSa-HT,2COSpH-S2COSY)COSp[/'f'(7’) — |’(c)]|, 
I 3. = j'i “^2 r('‘)j -I- ^|± ^(? 2 COSa - 1-02 cosfi H-Ss C0 Sy)C08y[7’ fir) — I’('’)]|. 

Faisons de plus, pour abreger, 

(a9) ±: [rf(r)- f( /■)]== /('•)• 



On tircra des formules (27) 



■l)o^ +3o 


<)c 


-1- ^^[»i/(7-)cos='a] -t- ||^[?«/(7-)cos2acosP] -h ^[m/(7-) cos^a cosyI 
-H ^ /'(r) cosa OOS^P] -h ^ ^[w/(7’) cosacosp COSY 1 

H- ^[77* /(c) cos‘-»acoSYl -H- ^ ^['«/(c) cosaeosp cosy! -i- /'(/■) cos a |, 


(3o) 

®OS=a oosp] -f — {^[w/(7') cosa COS^p] -4- ^ ^["2 f(r) cosacosp cosy] 
-h ^ ^[772 /(r) cosa cos^fl] + eos^p] -+- ^ fi’’) cos®? cosy ] 

-h ^^[772/(r)cosa cospcoSYl-e °°®T] "** ^§["2/(c)cos?cos®7l. 


3i: 


T . n -1. c, 
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(3>) 




(T (Ics tbrmnles (28) 

3 S I:'" T S [“ T !’('■)] ^3 S f ‘ 1 ’^'"^] 


JilL 
( ib ()c 


■ g 1 i mr COS P eos Y |’( /• ) I H- ^ [ ± wr cos '( COS a f ( ;• )] + ^ [ ± mr cos a cos f ( r j] 




f)i 

Ju 


-rJ S [ j Wfi S ” 7 -^38 [^/('■)«°S’-a:cos 2 Y] 

-j- ^ [«;/■/(/•) oos-^ a cos p cosyI-H § [ow‘/(r)co 33 ctcosYJ+ W('-)cos»oteosfi 

4 . ^1 ?''- /'( 7 ')cos 3 acosp j -(- ^;yS |j'”/('■)cosacos 3 f^j 4 - ^ ^ p.^/(r)cosacosficos^-i 

g [inrf(r) cos a cos^ (3 cos y 1 -H ^ [mrf{r) cos'^ a cos p cosy] + |^S ' 

_|. ^ j f( r ) COS'! a cos Y j -I- ^ /( '^ ) cos a COS’^ § cos Y j ^ ^ 1 ^— ,/(c ) cos a COS’* Y j 

:I g 1 , 7 , 7 . /( 7 -) cos a COS fl cos'* Y 1 -H § ['«'’/ W cos"- “ cos* y1 + S ['«'■ /(c) cos* a cos ft cos yI • 


() 


3,'^-= 


Li'S formulcs (3o) ot (3i), otant reunies aux equations (20) et (26), 
tV)urniss('nt le moycn d’oxpi’inu'.r les forces acceleratrices , 1 ), 3 , 
(lues aux actions des molecules m, rn\ . . . sur la molecule 111, en fonc- 
tions des quantites (19) et (20). 

(lomme, pour obtenir les sommes qui servent dc coefficients aux 
expressions (20) dans les seconds membres des fortnulcs ( 3 i), il suffit 
de multiplier successivement les quantites renfermees sous le signc ^ 
dans les seconds membres des formules (26) et ( 3 o) par les trois fac- 
teurs 

rcosa, rcos(3, rcosy, 


on par les moitibs de ces facteur,s,.^.t que chacun de ceux-ci difftee 
tr'os pen de zero quand on attribue au rayon vecteur r une valeur tres 
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petite, il semblc, au premier abord, qu’on pourrait, dans les equa- 
tions (25), negliger X, Ija- X vis-a-vis des quantites X. 3,,, Jt, 
Ij,, 3|. Mais on doit observer qiie chacune des sommes comprises dans 
les formules (3i) se compose de termes qiii sont tous atfectes du 
memo signe, tandis que chacune des sommes comprises dans les for- 
miiles (26) et (3o) se compose de termes qui sont affcctes de signes 
contraires quand ils correspondent a des molecules situees de part et 
d’autre du point (a, b, c) sur une droite quelconque menee par ce 
memo point. II en resulte que les dernieres sommes peuvent s’eva- 
nouir dans beaucoup de cas, mais qu’il n’en cst pas de meme des 
autres. Done il pent arriver quo, dans les seconds membres des equa- 
tions (20), les termes X> 3^ soient, non seulement ceux qui 
offrent les plus grandes valeurs numeriques, mais encore les seuls qui 
different do zero. 

Les valeurs de JT, 1^, 3 etant determinees par les formules (20), 
(26), (3o) et (3r) en fonction des quantites (19) et (20), on etablira 
sans peine les equations qui expriment I’equilibre ou le mouvement 
du systerae des masses m, m, m! , ... soumises, non seulement a Icurs 
attractions ou repulsions mutuelles, mais, en outre, a de nouvclles 
forces acceleratrices. En effet, supposons que, au bout du temps t, 
I’etat d’(kjuilibre ou de mouvement du systeme coincide avec fetat 
dans lequel les coordonnees de la molecule in se trouvent representees 
par X, y, z ; et soient a cette epoque 

X, Y, Z 

les projections algebriques de la nouvelle force acceleratricc © appli- 
quee a la molecule m sur les axes coordonnes. On aura evidemment, si 
le systeme est en equilibre, 

(3^) -H X ~ 0 , ip -I- Y " o, 3 -+- Z 0 , 

Au contraire, si le systeme se meut, en designant par ip la force acce- 
leratriee qui serait capable de produire k elle seule le mouvement 
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('llbctif do la molecule lit, et par -N-, ij, les projections algebriques de 
ccttc force sur Ics axes coordonnes, on devra, dans les equations (82), 
renrplacer les quantiles X, Y, Z par les differences X — .x-, Y — 

Z — fe. Comme on troiivora, d’aillcurs, en prenant a, b, c, t pour 
variables independantes, et ayant egard aux formulcs (4), 


(33) 


()i- ()t- ^ ()i^ ()f^ 



dK 
dt^ ’ 


il est clair quo Ic inouvement d’une molecule quelconque in sei’a deter- 
mine par les equations 


(3/1) 


X = 


dr-' 


t) + Y = 


dr 


3 + Z — 


dr ' 


Les valcurs de Jt', 1 ), 3 , determinecs par les formulcs (aS), (26), 
(do) et ( 3 i), se simplifient dans plusieurs hypotlieses dignes de re- 
marque, et que nous aliens succcssivement examiner. 

D’abord on pent supposer que les sommes comprises dans les for- 
mules (at)) ot(do) s’evauouissent. C’est cc qui arrivera en particulier 
si, dans I’ctat primitif du systiune, les masses m, m', m ", ..., etantdeux 
a deux egales entre elles, sont distribuees symetriquement de part et 
d’autre de la molecule 111, sur dcs droites menees par le point {a, b, c) 
avec lequel cotte molecule coincide. En elfet, comme chacun des 
termes renfermes sous Ic signe § dans les formulcs (26) et ( 3 o), 
oflVant un nombre impair do facteurs egaux aux cosinus 

cosa, coS|3, cosy, 

change necessairement de signe avec ces memes facteurs, ces termes, 
compares deux k deux, scront evidemment, dans le cas dont il s agit, 
equivalents au signe prbs, mais affeetds de signes contraires. Alors les 
formuleS (tS) seront vbrifiees, e’est-k-dire que I’etat primitif du sys- 
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teme sera un etat d’equilibre; et, comme on aura d’ailleurs 

(35) Xi — o, ^1 = 0) — Oj 


les Yaleurs de 3 se reduiront a celles de ifo, ^2, ^2- 

On pout supposer encore que, parmi les sommes comprises dans les 
formules (26), (3o) et (3i), toutes cellos qui renferment des puis- 
sances inipaires de cosa, de cos^, ou de cosy s’evanouissent. C est ce 
qui arrivera en particulier si, dans I’etat primitif du systeme, les mole- 
cules m, m', m", ... sont distribuees symetriquement par rapport a 
chacun des trois plans qui, renfermant le point (.a,h,c), sont paral- 
I'eles aux plans coordonnes des y, z, des z, x et des x, y, et si deux 
molecules symetriquement placees a I’egard d’un des trois premiers 
plans offrent toujours des masses egales. Dans la supposition dont il 
s’agit, non seulement les formides (i 5 ) et ( 35 ) seront verifxecs, mais 
de plus les valeurs de.J', 1^, 3 , equivalentes a celles de X, IJo- 3 ., se 
reduiront a 




ils[ 


dec 


cos^a f( 


eos^a 




(36) ( 


da db 


^ pnr cos2 a cos^ P /(/•)] -t- ^ cos^ a cos ^ '{ /( r) ] , 


cos‘^ a cos' 





Done alors, si I’on fait, pour abreger. 


( 3 - ) G = ^ j^± ^ eos= a f( c) j , 

( 38) L = § eos'^a /(/’) j., 

(39) P = § p-^cos2peos2 7/(7-) 


H = S[^T-cos=Pf(r)], 
M= ^|^^eos»p/(r)j, 

Q = § cos^a/ir)"! , 


R= ^|^^^cos2acos2[3/(/>)j. 
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on trouvora simplcmcnt 




( 40 ) f ..:(GH-R)- 






Si Ton siipposait les molecules m, m', m!', ... primitivement distri- 
l)uees do la memo, manierc par rapport aux trois plans menes par la 
molecule m parallelemcnt aux plans coordonnes, les valeurs des quan- 
tiles (1, II, I, L, M, N, P, Q, R devraicnt rester les memos apres un ou 
plusieurs eclianges operes entre les trois angles a, p, y, etl’on aurait 
par sait(> 

(40 G--:r:II = l, L M = N, P = Q = R. 

Done alors les equations (3o) donneraient 



Los formules (i r), (12), (i4), (16). (17)- (^8) et (42) sont extraites 
du Memoire quo j’ai presente a I’Academie des Sciences, le octo- 
bre 1827, sur recjuilibro et Ic mouvement interieur d un corps solide 
considere comme un syst'eme dc molecules distinctes les unes des 
autres. 

Supposons enlin les molecules m, m', m", ... primitivement distri- 
buecs autour dc- la moldcule in, de maniere que les valeurs des sommes 
comprises dans les equations (37), (38). (39) deviennent indepen- 
dan tes des directions assignees aux axes des a?, y et z. Alors, non seu- 
lement les conditions (4t) devront hire satisfaites, mais de plus, si 
Ton nomme a, , p, , y, ; a^, Ya? «3> T» angles foriries par trois 
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demi-axes perpendiculaires entre eux avec les demi-axes dos .x*, j et ^ 
positives, on n’alterera pas les valeurs des sommes G, H, I, L, M, N, 
P, Q, R eii y remplagant les trois quantites 

cos a, cos [3, cosy 

par les trinomes 

cos a cosai -h cos (3 cos jBj 4- cosy cosyi, 
cosa cosag -H cos(3 cos jSg -H cosy cosyo, 
cosa cosag.-i- cos(3 cos^gH- cosy cosya. 


On aura done par suite 


I G = ^ ^-^(cosa COSai-H COS p COS pi -f- COSY cos 71)- ? 

(43) j L = ^ j^^(cosacosai-i- cospcosPi-4cosYCOSYi)^/(^’)j , 

f R z= ^ (cosacosoci-i- eosp cos Pi-h cosy cosyi)^ (cosa cosaa-i- cosp cosp^-f” cosy cosYa * 


Or, si Ton developpe le second membre de chacune de ces dernieres 
equations en une suite de termes proportionnels aux sommes comprises 
dans la formule ( 3 i), et si Ton remplace par zero celles des sommes en 
question qui renferment des puissances impaires de cos a, de cosp on 
de cosy, on trouvera, en ayant egard aux formules (37), ( 38 ), (89) 
et(4i), 


I G = G (cos2 ai -4 eos^ pi n- cos- yi ), 

L = L(cos^ai-i- cos^pi 4 - cos^Yi) + 6 R(cos‘^pi cos^yi ■+" cos^Yi cos^^ai -f- cos- ai cos‘^pi), 

( 44 ) R = R (cos‘^ pi COS-Y2 H- cos^Pa cos^Yi cos^Yi cos^aa 4- cos^ 72 cos‘^ai 4- cos‘-^aii cos^ p^ cos^^ aa cos- pi i 
I 4- 4 R (cosPi cosp2 cosYi 00572-1- cosyi cosYa cosoci cosaa-t- cosai cosa^ cos pi c )sPa) 

\ H-L(cOS 2 oci C 0S2a2 4- COS'^Pi COS^Pa'H- COS^Yi COS^Ya). 

Comme on aura d’ailleurs 

' CO'S® ai -4 cos® p'l 4- eo,S® yi 1;= i , , . cos® 4- cos® 4- cos® y 2 -rz: r , 

cosai cos as 4- COS (3i cos (3. 4- cosyi cosyo^o. 
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ol, par consequent, 

eos' ai — cos' Pi — cos'" = (cos^aj -h cos'^pi H-eos^ 71)2 — cos* aj — cos* pi — cos* 71 

= ?.(COS2Pi C0S®7t-t-C0S®7i COS^ai-HCOS^ ai COS^Pi), 

( c{.)s- pi 008^*72 -h COS- p.2 cos-71 + cos^ 7i cos^oia H- 008^72 cos^ai -h cos'^ai cos2p2-(- eos-aj cos’* pi; 
== (cos*ai -i- cos* Pi + cos*7i) (cos* 0:2 cos*P2 + cos* 72) — (eos*Pi 003*72 + cos*P2 cos*7i -i-. 

(cus*ai cos*3t2 -e cos* Pi cos*P2-)- cos*7i 003*72) 

- •>, (cos Pi C0SP2 COS71 cos 72 -I- CO871 cos 72 eosai cosai -t-cosai coso£2 cosPi COSP2), 


il est clair quo la premiere des equations (44) sera identique, tandis 
quo la deuxiemo et la troisieme donneront 2 L = 6R ou 

(45) 1 = 311. 


Ola pose, on tircra des formules ( 42 ) 


(46) 


*E — (It -h G) 
1) = (11 G ) 
3 :---(ll-l-G ) 


/(H_ 

\d«* db^ 



■2R 


d'j 


( V. -I- — ) 

(J4* dc *' J 

/dK ^1? , 

\()«* db^ r)c* J 


ab 


-+- 2 R 


Ou 

Tc’ 


la valour do u etant detc'rminee par I’equation 


(47) 


V 


0^ Of] OK 


Ooncevons maintenant que, dans I’etat primitif du systfeme des mole- 
cules m, m', . . . , ct, du point (a, h, c) comme centre avec un rayon I 
convenablcment choisi, on deceive une sphere qui renferme toutes les 
molecules dont I’action sur la masse in a une valeur sensible. Divisons 
le volume '<? de cette sphere en elements tres petits v, v', v", . . . , mais 
(lout ediacun renferme encore un trfes grand nombre de molecules. 
Soient Oil la somme des masses des mol6cules comprises dans la sphei e, 
et 



Enfm supposons que les sommes des masses comprises sous les volumes 

3 1 

OF/avres de C. — S. U, t. Vlll. 
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elementaires v, v', v", . . . soient proportionnelles a ces memos volumes, 
et representees on consequence par les produits vA, v'A, v"A, .... 
Alors, si la fonction f(r) est telle que, sans alterer scnsiblemcnt les 
somnies designees par G et par R, on puisse faire abstraction do cellos 
des molecules OT, m', m ", . . . qui sent les plus voisines de la molecule m, 
les valeurs de G, R fournies par les equations (Sy) et (39) differeront 
fres peu de cedes que determinent les formules 


(49) 


I G = ^3 [±:r cos- a (’(/•)'’], 


quand on etend le signe 3 > non plus a tous les points matericls m, m', 
m", mais a tous les elements v, v', v", . . . du volume Or, dans 
eette derniere hypothese, le second membre de chacune des expres- 
sions (49) pourra etre remplace par une integralc triple relative a t rois 
coordonnees polaires dont I’une serait le I’ayon vecteur /•, tandis <[ue 
les deux autresrepresenteraient les angles formes : 1“ par le rayon vec- 
(eurravec I’axe des x-, 2° par le plan qui renfermc le memo rayon e( 
I’axe des x avec le plan des x, y. Soient p, q les deux angles dont il 
s’agit. Chaque integrate triple devra etre prise entre les limites 

= 0, /? tt ; q =LQ, q =: 2 n; r z- Oj r :r: I ; 


et Ton pourra meme, sans erreur sensible, rcmplacer la seconde limili* 
de r ou le rayon I par I’infmi positif. Cela pose, on trouvera 


( 5 o) 


Gr=:±- III ({r)cos^oc sinp dr dq dp, 

4 

Rzz:- / / / r^ f{r) cos^ a cos^^ sm p dr dq dp; 

^ d o Jo Jo 


et, comme on anra gen 6 ralement 

(3r) cosGtrzeos/?, cos(3 ==: sinp cos^, cosy :.ir: sin/j siruy, 
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oil on conclura 


^0 "^0 


J ^2'7r x.Ti: 

' / cos^a sin/) =: 2 7r / cos^/? sin/ (i/? 

0 *^0 ^0 

cos^ a cos^ (3 sin p dq dp 
=j*^ J cosV(* cosV)sin/^^/==7r 
Par suite, les formules (4.9) clonneront 


«/() *y 0 


4ii 

y’ 



Gz=i±^^J^ r^({r)dr, 

R = -5- jT” fir) dr=± ^ jf" [^‘ f'('') “ t’(0] ^'■• 

D’ailleurs, si, pour des valours croissantes de la distance r, la fonc- 
tion f(r) decroit plus rapidemcnt quo la fraction si de plus le pro- 
(luit r'‘ |’(r) s’evanouit pour r= o, on trouvera, en supposant la fonc- 
tion f(r) continue, ct on integrant par parties, 

(53) f r'^ f{r)dr = — ^ f f(r) dr. 

Jo Jo 

On aura done alors 

(54) R = — G, 

ct, par consequent, on tirera des formules (46) • 

(55) ^ = tJ = 2R^. 3 = 2R^- 

Lorsque les quantites, ddssign^es dans les formules (4o) et (48) par 
les lettres G, H, I, L, M, N, P, Q, R et A, deviennent constantes, e’est- 
k-dire, ind6pendantes des coordonnees a, h, c, Ou, ce qui revient au 
m^me, de la place qu’occupe la molecule m, alors, en faisant, pour plus 
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de commodite, 


( 56 ) 


A=: 

C = 


(1 + G)|H.(E-G)g-H(Q-G)§ 


(K-H,| + (M + H)-^| + (P 


[(Q--I)|+(P- l)g+(N+ I)f|4; 

|F=[(RH-H)|+(E + G)^]i. 
on reduit les equations (4o) aux trois suivantcs : 


(3') 


, dF . dE 


( 58 ) 


A\da db dc 


1 /dF dB dl)\ 
AV da dd dc ’ 


, _ i/dE dD dC 

^ “AldS + dT-^dc 


Bans le cas particulier oil les conditions (4i) et (45) sont rcmplies il 
suffit de poser 


(59) 


(R + G)A = -A, (R-G)A=rK 


pour raniener les equations (56) et (5^) a la forme 


(6o) 


da * 




G = -hKu, 

dc 




2 V db da 


Si, de plus, la condition (54) est verifiee, on aura & = o et, par suite, 
(5') A = B = C==:Ku, D=:E = F--o. 
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.hisqii’a present nous avons considere comme variables indepen- 
<lantcs les quatrc quantiles a, b, c, t. Mais il est facile de reconnaitre 
eommcnt on dcvrait modifier les diverscs formules auxquelles nous 
sommes parvenus, si Ton voulait prendre pour variables independantes, 
avec le temps les coordonnees ir, j, s. Soient effectivement, au bout 
du temps t, et dans le cas oil Ton rcgardea, h, c comme variables inde- 
pendantes, 

(6a) |=:F(rt, 6, c), 

(63)- ^=z<I»(a,/;,c), ||=:X(«,^c), f^=W[a,b,c). 

On tirera dcs formules ( 4 ) ct (62), en considerant x, y, z comme va- 
r i a b 1 e s i n d ep c n d an t e s , 

da _ dh _ Of) do __ OK. 

Ox' Ox Ox' 

II == i, c) + X(,, 6, c) II + V(a, 6, .) % 

-= cC (o, 6, 6-) - p (o, !>, c) H + X(«, S, c) Il + T (a, i>, c) H ■ 

Or, si I’on continues de regarder I, y], ‘C et leurs derivees comme des 
quantiles infiniment petites du premier ordre, on conclura de I’equa- 
tion (G5), on negligcant les infiniment petits du second ordre, 

|i=:#(a, b,cr. 

'f' 

En raisonnantdela m6mc maniere, on etablira successivement lestrois 
formules 

(66) g=«(a,6,»), |=W(a.i.,c). 

Do ces dernieres, compar6es aux formules ( 63 ), il resulte que, si Ton 
prend pour variables independantes, au lieu de a, b, c, les trois coor 
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clonnees a;, j, on clevra, aux derivees partielles 

^ ^ ^ 

da’ db’ dc’ 

substituer les trois suivantes : 

da;’ dy’ dz 

D’ailleurs, si, dans les calculs que nous venons de fairc, on rentipiace 
la fonction ^ = F(a, b, c) par I’une des fonctions ®(<2, b, c), X(a, b, c), 
W{a,b,c), on prouvera encore que les derivees 

d^{a,b,c) d^(a,b,c) d^{a,b^c) d\{a,b,c) 

da ’ db ’ dc ’ da ’ ' 

sont respectivement egales aux suivantes : 

<•) <&(a, b ,c) d^(a,b,c) <?<&(«, 6, c) dX.(a,b,c) 

da; ’ dy ’ ds ’ dx ~ ’ 

et Ton en conclura que les expressions 

da^’ dadb’ dado’ db^’ 
peuvent etre remplacees par 

dx^ ’ dx dy ’ dx dz dy^ ’ " ' ' ^ 

* 

Enfm les remarques precedentes ne sont pas seulement applicables a 
la fonction mais encore aux fonctions v], et ii toutes les quantites 
que Ton peut considerer comme infiniment petites, par cxemple, a la 
quantite u. Done, en definitive, si I’on veut prendre pour variables inde- 
pendantes, avec le temps t, les coordonn6es x, y, z, il suffira d’ecrire 
partout, dans les formules ( 3 o), ( 3 i), (4o), (47), ( 56 ), (57) et dans 
cedes qui s’en deduisent, x au lieu de a, y au lieu de b, s au lieu de c. 
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Quant aux valours do x, %, elles continueront d’etre representees 
\tx)ir les formules (28) de la page 2o3] par les trois expressions 

dK. 

Of^ ’ dt'^ ’ dt^’ 


(it par consequent on n’aura point a modifier les seconds membres des 
formules ( 34 ). Cela pose, admettons que, dans les formules (26), ( 3 o) 
(it (3i), les sommes qui renferment des puissances impaires de cosa, 
de (josp, ou de cosy s’evanouissent; on tirera des equations ( 32 ) et 
(4o), si le systemc des molecules m, m', ... est en equilibre, 


(L + G)^+(R + H)p,-H(Q + l)g+ 2 R-|^-f- 2 Q^+X = o, 


(67) ' (in-rr)~| 


dy^ 

+ (M + H)p-+-(P-t-I )0 + 2 P 


d x dy 

dH 

()y dz 


2 R 


dz dx 

JIL 

dxdy 


+ Y==o, 


(Q + G) (P + H) p + (N -hl)g + sC) + 2P + Z_o. 


Si, au (iontraire, le systbme est on naouvement, on tirera des for- 
nniles (34) ot (40) 


( p + y;! ■+■ (P ■+■ 1)1 


(tW) 


(II-+-G) 

(Q+G) 


dx^ 

dH 

dx^ 

d^K 

dx’ 


(R. 

(M 

(P- 




■ 2 q 4 ^+X: 


dt-" 






H) ^ ^ ^ dTdx 


2P 


dz dx 

,Y-^- 

dx dy dt'^ 

dH , j 
dydz'^ dt^ 


Si de plus les valeurs de G, H, I, L, M, N, P, Q, R deviennent inde- 
pendantes en cliaque point des directions assignees aux axes des x,y 
(it z, les conditions (4i) et( 45 ) seront v 6 rifi 4 es, et, en supposant la 
quantite u daermin6eparl’6quation(47).ou, ce qui revient au meme, 
par la suivante 

di d-n 

( 89 ) dx dy dz 
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on recluira les formules (67) et (68) a 


(70) 


(R+-G) 

(R + G) 








d^v 

df^ 

d^-K 

df- 


d^-n 

dz^ 

d-l 

dz^ 


•all^ -hXrrro, 
ax 

.aE* h-Y=o, 

dy 

•rs d'J rr 

, 2 R — + Zzz: O, 
dz 


et a 


(71) 


(R + G) 


d^?: 

dJe^ 


dH 

dy^ 


dz'^ 




.2 R_+X_^, 

„ ()j (Pri 

Tfdj rr d^K. 


Enfm, si la condition ( 54 ) est elle-memo remplie, on aura, dans le cas 
d’equilibre du systeme des molecules m, m’, ..., 


(73) x + 2r4^=o, y + 2R 

' (Jx 


dj 

dy 


Z + 2R 


dj 

Tz 


o 


et, dans le cas du mouvement, 


( 78 ) X 



dyd 


YH- 2 R 


dy 


dt;^ 


Z4-2R 


dj 

Tz 


dl- 


On doit observer que la quantite u, determinee par la formule (69), 
represente la dilatation qu’eprouve un volume tres petit, mais choisi 
de maniere a renfermer avec. la molecule m un grand nombre de mole- 
cules voisines, tandis que ces molecules changent de position dans 
I’espace. Ajoutons que les formules (72) et (73), etant semblables aux 
formules ( 63 ), (72) et (77) des pages 173, 176 et 176, paraissent con- 
venir a un systeme de molecules qui sei'aient disposdes de maniere a 
constituer un fluide elastique. 

Concevons maintenant que les quantites designees par les lettres G, 
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H, 1, L, M, N, P, Q, R et A devieiinent constantes, c’est-a-clire indepen- 
danlcs des coordonnecs a, h, c ou x,y, s; alors, en supposantles va- 
Icurs dc A, B, C, D, E, F determinees par les equations ( 56 ) et (57), 
on, ce qui revicnt au meme, par Ics formules 


I A = j'(L +(R — 

/ n=[(P+i)^+(P+H)|]4, 

(75) P. = [(Q + fi)s+(0 + I)|]4, 

|r = [(R + H)0 + (K + e)|]i. 

on reduira les equations (67) aux trois suivantes : 


(76) 


(lA 

doo 

dx 

\ dx 


^ . 
dy 

dB 

dy 

' dy' 


dz 

<)1) 

dz 

■ dz 


+ XA-0, 


YA 


ZA: 


: O, 


Ccs dernieres et celles qu’on en tire, quand on y remplace X, Y, Z 
1 *'“' X-SC,, Y-?T, Z- 5 i, 

sent semblables aux formules (2) et (. 5 ) des pages 196 et .02. Ainsi 
en vertu des suppositions admises, les equations d eqm 1 re ou 
mouvoment du systbme des molecules m, m', m", ... coinci en avec 
celles qu’on obtiendrait en consid^rant une masse homogene et oon- 
tinue, dans laquelle les pressions ou tensions, exercees au poi 
OEui^res de C. — S* H? VUI. 
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{x,y, s), du cote des coordonnees positives, centre trois plans per- 
pendiculaires aux axes des x, desy et des s, offriraient des projections 
algebriques sur ces axes respectivement egales aux quantites 

( J"’ E, 

^ 77 ) F, B, D, 

(e, ]), C 


que determinent les equations (^ 4 ) 6t {jS'). Si, de plus, les conditions 
( 4 i) et ( 45 ) sont verifiees, alors, en posant comme ci-dessus 

(R-hG)A=^A:, (R-G)A = K, 


on reduira les formules (74), (jS) a 




H— K.'J, 




et, en naeme temps, on fera coincider les equations (70), (71) avec les 
suivantes 


(79) 


k 


2 A * 

dy^ 

k - 

d^-n 

2A ' 

\dx'^ dy^ 

k 1 

'dn dK 

2A \ 

dy^ 




k -4- 2 K dv 


dz^j 


■'.A 

= 0, 

d--n\ 


t + sKdu 


dz^j 

1 + 

Y 

2 A dy 

==:0, 

d^K\ 


^ 2 K d'o _ 


dz^j 

1 4 - 


= 0; 


(80) 


k 

iA' 

(n 

\ dx^ 

+ 

dy^ 

4 - 

d^l 

dz\ 

k 1 



d-Y] 


dH 

2A' 

\dx^ 

4 - 

dy^ 

4 " 

dz^ 

^ 1 

^dK 


d^C 

4 - 

H 

2A' 

\dx^ 

4 - 

dy^ 

dz\ 


>^ + 2K du 

2 A 

do y_d^-n 
2 A dy ~ dt^ ’ 

^ + do d^^ 

2 A dz' ^ ~ dt^ ’ 


c est-k-dire avec les formules (76), (77) de I’article precedent. 

II importe d’observer que les formules (67), (79) et (80) coincide- 
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raient encore avec les formules (76), si Ton attribiiait aux quantitcs 
designees par 

A, B, C, D, E, F, 

non plus les valeurs que determinent les equations (74)> (7^) et (78), 
mais ces memes valeui’s augmentees de constantes arbitraires. 

Pour reduire les equations (79) et (80) a cclles qui ont ete donnees 
par M. Naxier comme propres a determiner les lois d’equilibre et de 
mouxement des corps elastiques, il faut supposer, ainsi qu’on I’a dejii 
remarque, 

(8:) A- = 2K. 

Or, pour que les valeurs de h et de K, tirees des foi’mules (Sq), veri- 
tient la condition (8x), il suffit d’admettre quo la quantite designee par 
G peut etre negligee vis-a-vis de la quantite designee par R, 011, en 
d’autres termes, que le rapport 


a une valeur sensiblement nulle. 

On voit au reste que, si Ton considere un corps elastique coinine 
un systeme de points materiels qui agissent les uns sur les autrcs a de 
tres petites distances, les lois de Pequilibre ou du mouvement inte- 
rieur de ce corps seront exprimees dans beaucoup de cas par des equa- 
tions differentes de celles qu’a donnees M. Navier. Les foripules (67) 
et (68) paraissent specialement applicables au cas ou, I’elasticite 
n’etant pas la meme dans les diverses directions, le corps ofTre trois 
axes d’elasticitd rectangulaires entre eux, et parallfeles aux axes des x, 
des j et des z. Les formules (70) et (71), au contraire, semblent 
devoir s’appliquer au cas oil le corps est egalement elastique dans tous 
les sens; et alors on retrouvera les formules de M. Navier, si Ton attri- 
bue a la quantity G une valeur nulle. Ajoutons que, si, dans les for- 
mules (67) et (68), on r^duit a zdro, non seulement la quantite G, mais 
encore les quantites de meme espbce H et I, ces formules deviendront 
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respectivement 


(83) 


R^+M^-hPf5 + 2P-^ 

da^- dj^ dz- dy d; 

A2r 


) R^J+M^'-hP J? + 2P-^^-t-2R/!i-- 

ax- djA dz- dy dz dx dj 

I Qp + pS +2Q-^ +2P . 

\ d^- dj- d.a- d-j d.r dy dz 


:0, 


¥=:0, 


+2P 

c)^ (9.Z' dy dz 




d^d/ dz; d.i:‘ d/- 


( 84 ) 


l»ix 



DE LA PRESSION OU TENSION 

DA.NS BN, STSTEME DE POINTS MATERIELS. 


Dans rarticlc precedent, apres avoir etabli les equations generales 
d’equilibrc ou de mouvement d’un systeme de molecules m, m, ni , 
rn", . . . qui agissent les unes sur les autrcs a de tr'es petites distances, 
nous avons rechorcbe ce quc devicnnent ces memes equations quand 
lours cocfTicionts veriiient los conditions qui sei’aient remplies, si tout 
plan, passant par une molecule et parallele a I’un des plans coordon- 
nes, divisait lo systeme en deux parties symetriques. Nous sonimes 
ainsi parvenus aux formules (67) de la page 247, et nous avons observe 
quo CCS formules coincident avcc cellos qu’on obtiendrait en conside- 
rant une masse liomogene et continue, dans laquelle les tensions ou 
pressions exercees au point (oc, y, z), du cote des coordonnees posi- 
tives, centre trois plans paralleles aux plans des /, z, des z, x et des 
X, y, offriraient des projections algebriques respectivement egales aux 
valours de A, F, E; F, B, D ; E, D, C determinees par les equations 04 ) 
et (75), ou ces memos valeurs augmentees de constantes arbitraires. 
Nous allons maiutenant faire voir comment on peut calculer directe- 
ment les tensions ou pressions exercees dans le systeme des-molecules 
m, m, m', . . . centre un plan perpendiculaire a I’un des axes coordon- 
nes, quand on suppose que ce plan devient rigide, et qu’on he par des 
droites invariables les points qu’il renferme avec ceux des points mate- 
riels m, m', . . . qui sont situes d’un m^me cote de ce plan. 

Soient toujours, k une certaine 6poqu«, 
a; = a, j = i, .s = c les coordonnees de la molecule m; 

« Aa, & -t- A6, c -4- Ac les coordonnees d’une autre molecule m\ 
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r la distance des molecules m etm; 

a, p, Y les angles formes par le rayon vecteur r avcc les dcmi-axes des 
coordonnees positives, et lies aux quantites Aa, Ab, Ac par les for- 
mules 

(i) Aa=:rcosa, At> = rcos(3, Ac = /'COSy; 

iii/? 2 /(/') I’attraction ou la repulsion mutuclle des deux masses m ct m, 
proportionnelle d’une part a ces masses, d’autre part a une fonction 
de la distance r. 

Soient, de plus, 

0, O', 0" trois points qu,elconques du plan mcne par la molecule in 
perpendiculairement a I’axe des x\ 

m, m', m!', ... les molecules situees par rapport au plan 00'0"du cote 
des coordonnees positives; 

m,, m.,, ... les molecules situees par rapport a cc meme plan du cote 
des coordonnees negatives; 

I une longueur tres petite, mais superieure au rayon de la sphere d’ac- 
tivite sensible d’une molecule; 

s un element de la surface du plan 00' 0", dont les dimensions soimit 
tres petites, mais superieures, ainsi que la longueur I, au rayon de 
la sphere d’activite sensible d’unc molecule ; 

'(? le volume d’un cylindre droit qui ait pour base la surface elemen- 
taire^, et pour hauteur la longueur I mesuree a partir du plan OO'O" 
du cote des coordonnees negatives; 

3IU la somme des masses des molecules m,, m^, . . . comprises dans ce 
meme cylindre, et 



le rapport qui exprime ce qu’on peut nommer la densiti du cylindre. 
Soient encore 

i une portion de la hauteur du cylindre, mesuree, comme cette hauteur, 
a partir du plan OO'O"; 
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ii lo noinbre des molecules comprises dans la partie du cylindre qiii 
aurait s pour base, ct i pour hauteur. 

Enlin, designons par 

( A, F, E, 

(3) F. B, D, 

( E, D, C 

Ics projections algebriques des tensions ou pressions quhl s’agit de 
calouler; on sorte quo A, F, E representent, aux signes pres, les com- 
posantes rcctangulaircs de la pression ou tension p exercee au point 
{a, by c) ct du cote des x positives centre le plan 00' 0", dans le. cas 
oil Ton suppose les dilFercnts points de ce plan lies par des droites in- 
variables avec les points materiels m, , nza, — Le produit 

p's 

tie la pression ou tension p par la surface elementaire s ne sera autre 
chose que la resultan te des actions exercees par les molecules to, to , 
m", . . . sur les molecules comprises dans le plan OO'O", et sur celles 
ties molecules to,, /n^, ... qui seront situees tout pres de la surfaces. 
Par consequent, les produits 

( 4 ) . As, Fi, Es 

representeront a tres peu pres les projections algebriques de la resul- 
ta ntc ties actions exercees par les molecules to, to', 7n", . . . sur les mole- 
cules comprises dans le volume ’<?. Quant aux projections algebriques 
tie la resultante des actions exercees sur la molecule m par les mole- 
t'.ules TO, to', to", . . . , ellcs seront equivalentes aux sommes 

(5) S[±mmcos«r(r)], § [± mwcosp f(r)], ^[± mm cosy f(r)], 
ou, ce qui revient au meme, aux produits 

(6) m§[±:TOCOS«f(r)], «§ [± to cos? f(/-)], «§[* TOCOSy f(r)], 

pourvu que.l’on se contente d’6tendre le signe § aux molecules to, to', 
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m", . . . situees par rapport au plan OO'O" clu cote des a:-- positives, et 
que Ton reduise le double signe ± au signe -H, si les molecules m, in 
s’attirent, au signe — dans le cas contraire. Supposons maintenant que 
les diverges molecules offrent cles masses egales ct sc trouvent distri- 
buees a tres peu pres de la meme maniere, soit autour de la molecule 

in, soit autour de chacune des molecules Si cliacune des 

sommes (5) renfei'me un certain nombre de termes correspondants a 
des molecules m, m', . . . pour lesquelles la condition 

(^) 7* COS a— 2 

soit verifiee, les expressions (4) renfermeront les termes dont il s’agit, 
repetes cbacun autant de fois qu’il y aura dans le volume '<? de mole- 
cules m^, m. 2 , . . . separees du plan OO'O" par une distance egale on in- 
ferieure a i. Done, pour deduire les expressions (4) des expressions (5), 
il suffira de multiplier, dans chacune de ces dernieres, la quantite 
comprise sous le signe § par le nombre n des molecules comprises 
dans la portion du cylindre dont i est la hauteur. On trouvera ainsi 

1 A^ = ^[dr/im7WCOSaf(r)], 

(8) Fs = /?zcos|3 f(r)], 

( Es = ^ [± /mm cosy f(r)], 

OU, ce qai revient au meme, 

I A5 = in^ [± /zmcosaf(r)], 

( 9 ) I F5 = m^[±/zmcosP f(/-)], 

I E5 = m^ [± /zm cosy f(r)]. 

D’ailleurs, en vertu des notations et des suppositions admises, le 
nombre total des molecules comprises dans le cylindre dont la hauteur 
est I sera represente par le rapport 



m m m ’ 




A = A ^ [±: mr cos^a f(/’)], 

F = A^[±;m/-cosacos(3 fCr)], 

E = A ^ [± mr cosa cosy [’(/■)]• 

Les sornmes quo renfermcnt ces clernieres equations doivent etre eten- 
<lues seulemcnt aux rtiolecules m, m! , m", ... situees par rappoi’t au 
plan 00' 0" du cote des x positives. 

Concevons a present quo Ton designe par/?, la pression ou tension 
exercee au point (ci, h, c), ct du cote des coordonnees negatives, centre 
l(^ plan OO'O", dans le cas ou Ton suppose les differents points de ce 
plan lies par des droites invariables avec les points materiels m,, 
ma, .... Le produit 

/?,s 

dc la pression ou tension /?, par la surface elementaire s ne sera autre 
chose que la resultante des actions exercees par les molecules m^, 
Wa, . . 1 sur les molecules comprises dans le plan 00' 0" et sur celles 
des molecules m, m' , m!' , . . . qui seront situees tout pr.es de la sur- 
face j. D’ailleurs les actions exercees par les molecules m„m,, ... sur 
les molecules m, m!, m", ... sont egales et directement opposees aux 
reactions exerc6es par les dernieres sur les premieres; et il est clair 
qu’on n’altbre pas sensiblement la resultante de ces actions ou de ces 
OEmresdeC^^ S. 0, t. VlII. 




258 


DE LA PRESSION OU TENSION 


reactions, lorsque, aux molecules m, m! , m", ... ou to, , m.^, on 

Joint celles qui se trouvent precisement situees dans le plan OO'O". 
Celapose, les pressions ou tensions supportees, clans les deux 
InqDothesessuccessivementadmises, par la surface elementaire.?, pour- 
ront etre considerees comme deux forces egales, mais directement op- 
posees, et Ton devra en dire autant des pressions p', p,, cxercecs an 
point (a, b,c) contre les deux faces du plan OO'O". Done la pression 
ou tension/) aura pour projections algebriques sur les axes, non plus 
les trois quantites A, F, E, mais les trois suivantes 

-A, -F, -E. 

Si maintenant on applique a la determination dc ces projections alge- 
briques les raisonnements par lesquels nous avons etabli les ecfiia- 
tions (i3), on sera conduit a reconnaitre quo ces equations subsisfent 
encore clans le cas oii Ton etend le signe §, non plus aux molecules m, 
m', m”, ... situees par rapport au plan OO'O" du cote des x positives, 
mais aux molecules m^, m.;,, ... situees par rapport ii ce plan du cote 
des X negatives. Done, par suite, les sommes comprises dans les equa- 
tions (i3) sont equivalentes auxmoities dc celles qu’on obtiondrait, si 
1 on supposait le signe § etendu a toutes les molecules m, m! , m", . . . , 
m„ m„m^, ... situees par rapport au plan OO'O", soit du c6t6 des .r 
positives, soit du cote des x negatives, e’est-a-dire, a tres pen pres, 
aux moities de celles que Ton obtiendrait en etendant le signe ^ a 
toutes les molecules du systeme propose. On aura done, en interpre- 
tant le signe § comme on vient de le dire, 

F = ^ 3 [ ± mr cos « cos (5 f ( r )], 

E = ^3[± CMC- cos« cosy f(r)]. 

a appliqyant des raisonnements du meme genre a la recherche des 
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projcjctions dgebriques F, B, D ou E, D, C de la pression ou tension 
excrcec an point («:, b,c') et du cote des coordonnees positives centre 
un plan ]>(M‘piMidici,ilaire a I’axe des y ou a I’axe des z, on trouvera de- 
li nitivem cut 

(I4) I (3 !’(,•)], 

lo signe § devant etre etendu a toutes les molecules du systeme pro- 
jXjse. 

Supposons maintenant que I’etat du systeme de points materiels soil 
change, et que les molecules m, m, m', m,, m,, ... se deplacent 

dans I’espacc, mais de manierc que la distance de deux molecules in et 
m vari(i dans un rapport peu different de I’unite. Soient d’ailleurs, 
comme dans Tarticle precedent, 


B= ^§[±/Mrcos(3cos7f(/-)], 
E = ^ Sl-~ nirc,o%y cosa f(r)], 
F = mrcosacos(3 f(;-)], 


fi, K 

des fonctions do a, b, c qui representent les deplacements tres petits 
et paralleles aux axes d’uno molecule quelconque nr, 

X, y, z, X Ax, y -h Ay, z-^ As 

les coordonnees des molecules in, m dans le nouvel etat du systeme, et 

r{i + e) 

la distance des memes molecules dans ce nqiivel etat. Enfin designons 
par u la dilatation qu’dprouve, pendant le changement d’etat du sys- 
temc, un volume trfes petit v, mais qui pourtant renferme avec la mo- 
lecule m un grand nombre de molecules voisinesm,m', ..., 
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et soil p la nouvelle dcnsite du volume elementaire v. Lcs quantiles x, 
y, z. Ax, Ay, As, £ seront determinccs par h'.s fonmilc's ( 4 ), ( 5 ), (7 ) 
de Tarticle precedent, et la quantile u par requation (G9) ou plutdt 
par I’equation (47) du memo article, on sorte qu’on aura 


(. 5 ) 




^ - 'in 

da di> 


do' 


On trouvera d’ailleurs 

(t6) 


puis, cn considerant u comme un infiniment petit du |)reinier ordiu', 
on tirera de la formule (16) 

(17) . — U)A. 

Cela pose, les valours de A, B, C, D, F, ludatives an iu)uv(“l etal du 
systiime, seront donnees a tres peu pres, non plus par les e(|ua(ions (r '1 ), 
mais par cellos qu’on on dekluit quand on suhstitiu^ la densile p ;» la 
densite A, 1 (^ produit /-(r -t- e) au rayon v('.cteur, et h's ra[)i)or(s 

A.t -Ay As 

/•(iH-s)’ /•(i4-e)’ /'(i-i-e) 


aux cosinus des angles a, p, y. On trouvera ainsi 


A=:£C! 

2 Oi 

I ±; m 1 , 

1 y 

”=IS! 

±™fe-y+|-lArA=|, 


i±„|£l(' + «))i .1 

1 r(n--e) j 

11 

zt As A*r|, 

«=ISI 

±: m ---- j ,, 

1 r(i -Hs) , y 

11 

j ±; m Ax A V 1 ; 


puis, en considerant les deplacements I, v], Z, comme infiniment petits 
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da premier ordro, negligeant les infiniment petits du second ordre, et 
laisanf pour abregcr 

(19) ±; [rp(r) — f(7-)] =/('■). 


on conclura dcs formulcs (18) combinees avec les equations ( 5 ), (12) 
et (i3) tie rarticlo precedent 


(M)' 


K r.Q 

1 ( -1- 1 


l-(r) 


M“ ^ 1 

L fio 


I!:=p^ 

)\ 2 1 

L f(o 

r(r) 


£ H- 2 


£ + 2 


1 


cos^a f(r) , 


P n ( , , rf(r) — \\r) 


r cosaj 

F^] I’ 

cos’"y fC/-) 


A? 1 


r cosy 




(2.) 


/■rw -!’('•) 

Ari 

> 

J~N 

I'C'-) 

^ r cos p* 

/• cosy J 

rr{r)-f(r) 

84. - 

H 4 1 

|’(r) 

O-T’ , 

•r cosy 

r cos a _ 

rr(7-)-f(7') 

A? 

A*o 

1 

I'Cr) 

^ r cos a 

r cos p ^ 


on, ce qui revient au meme, 

P ^ (^cosa + cosp ^ + cosy cos^ a /(r )] , 

B=:+p§[±^^(cos^^^-^cosP^)f(r)] 

P ^ (^cos « ^ 4- cos p ^ + cosy f 

C = 4- p ^ |”± ~ (^os^y 4- 2 cosy 

+ p^[^.^(^cos«^^ 4 -cos( 3^ 4-cosy^)cosV /(o]> 
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26 ^ 

et 


D =+ p |^± ^^cos^cosy -t-cosy^ -t- (’(/’) 

_+.p^|^^^cosa^ +cos( 3 ^ -1- cosy ^^cosfS cosy /(r) , 

r ' ' AC A^ \ '1 

E =+ p^ I ± ^ ^cosy cosa-+- cosa— - -H cosy— j |’(r) 

(23)/ 

-H p^ (cosa ^ 4 - 005 ( 3 ^ -h cosy-^^cosycosa/(/-) j, 

F =4- p^ r± ^(cosacosP 4 - cos(3 ^ 4 - cosa !’(/•) j 
' -H |^^(cosa^ 4 -cos( 3 ^ 4 - cosy cosa cos(3/(/-) j . 

D’ailleurs ies attractions ou repulsions mutuolles des molecules in, m, 
to', . . . , to,, TOa, ... n’etant sensiblcs par hypotlicso qu’a de tros petitcs 
distances, on pourra, sans inconvenient, dans les formules (22) el (n'l), 
substituer aux quantites A?, Ay], Ai^ les premiers termes de lours devc- 
lopperaents en series ordonnees suivant les puissances ascinuiantes 
de r, c’est-a-dire,des developpements que fournisscntles equations ( 1 8) 
do la page 282, et supposer en consequence 

I A^ dl „ di 

— = — cosa 4- cos 64- -“Cosy, 
r da db oc ‘ 

Ay] dfi dn a dY) 

r da db ^ dc ' 

A? d? dX, a d? 

l r da db ^ dc ' 


( 24 ) 
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Done les formules (22) ct ( 23 ) donneront 


g[±'^rcos==ar(;')] 

■ g j^± cos^a (’(^o] fiS [— '-^cosacosp f(r)j + § [^± ^cosa cosy !’(/•;] I 

$ S [t S S [t COS»“COSp/(r)]+ |§ ['-^^0S3ac0SY/(r)] 

- ^ COS^a COS P /(/•)] -H ^ C0S2“ COS’-P /(r)J -H ^ ^ COS’-a eOSp 008'/ /(/• )j 


-h ^cos^a COS'! f{r) ^ 


'+• ->. p 


()a 1 


S[-_hfcas^Pf(.)] 

§ [d= eosa cosp f(r)] + J f cos^P tX^)] + £ S [“ T ! 

g cos^a cos» p /( £ S [t ^ i S [ T ^ e«st/(^)] 

. p . SS[ t— - £ S[f 

, g cosa cos^Pcosy/(.)] | S [t «°®’P + £ S [t cos-r/{^-)] 


Oa > 


pg[:i-.f COS-rlXc)] 

-,-«p j I § [± cosa COSY ro)] + S S [- T «°® P f ('■^1 £ S [“ T i 

1 S S [t S S [ T ^ ■^^'■^ 1 i S [t 

.,. p I 4- g g cosa cos p eos^Y /('■)] + £ S [? ^ + £ S [t •^^'■)] / 

I -,-gg|^^cosacos»Y/('’)] + £S[T‘'°®^.®°®*'^'^H^SS[T®°®'^-^^''^] ) 
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D = p ^ j^±: ^ eos j3 cos '{ f (>) j 

I I S [- T I'*''] + ® S [* !'''•>] S S[* T 

S cos^a cos p COSY /(c) j ^ S cos^p cosy Jc S [” cos p cos - y ./' 

S ^ cosY/(c)j -I- ^ § [ "• cos’ P cosy /(c)^ -H ^ cos’ p cos ’ y /(c) 

I 4- ^ ^ COSaCOSpCOS’Y/(c)j ^ cos’ P cos’ Y/('’)j ^ [^~ cos p cos-’ Y /('■) 




E = P 


S[^ 


- COSY Gos 


“ f(c)j 


i S [- f ^ SS [- T ^ i S [* 1'^'’)] 

I I S T ^ i S [* T l’(^)] -+- I S ~ cos’Y r(c)] 


I Ta S ^ S ^ if- S ["? 


d; 

■ ^ 1 d« 


c>a 


IS cos^acosp COSy/(»]-H^ ^ cosa COS^ ^ COS Y /( ^^ ) j ^ ^ cosa COHp COH-Y / 

cos 2 a cos^Y /(/•)] cos/x cos j3cos^^Y/( '')] >“* ^ | Y cosa cos^y /(^’) | 


F = p|^ j^± ~ cosa COSp f(/’)j 

I S [± H i S [- tC°s“P r('-)] -+- 1 S [± T 

S [± f COS’a f(.)] ^ S [± cosa cosp f(c)] + g g [=" f COSaCOSY l/c)] 

^ S [t /('■)] ■*■ § S [ T ^ ^ S [t ^ •^^'’ 

■hp 


^ I 

c>a k 


^ S [t ®‘’®' “ ^ ¥ S [^ “® “ ^ ^ S [t ^ ''' ! 

to S [^ a COS p COSY /(c) j + ^ § j^ Y °°® « cos’ P cos Y /( ^) j ^ S [ T ^ ■* 
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Dans CCS dernieres formules, los coordonnees a, b, c sont regardees 
coavme variables independantes, et la valeur de p est toujours celle 
quc fournit requation (17). Lcs valeurs des qaantites A, B, C, D, E, F 
elani unc fois determinecs par lcs formules que nous venous d’etablir, 
on on deduira sans poino les projections algebriques de la pression ou 
Unision p siipportec an point CT,y, -■) par un plan quelconque, al’aide 
des equations (3) de la page 197. 

II restc inaintenant a montrer les simplifications qu’admettent dans 
plusieurscas los formules (i3), (t4), (^S), (26) etsuivantes. 

Lorsque la function i’(r) est telle que, sans alterer sensiblement les 
sommes rcnfermecs dans les formules (i3) et(i4), on puisse faire ab- 
straction de cellos des molecules m, m', m,, ... qui sont les 

plus voisines de la molecule in; alors, en ayant recours aux raisonne- 
nu'.nts et aux notations dont nous nous sommes servis dans I’article 
precedent (p. ‘A r , 242 et 243), et posant de plus 

(5i) 


on conclura des equations (i3) 

P<x) p%t:' 2 7 tA^ \ 

A- iA'-*/ / / /•“cosVsmjof(/')drat<7d/) — ± — y- j {{r) 

J() J() *A) ' ^ 

F • - d- A“ / / / cos/) sin’/) cos;/ (’(r) dr dq dp = o, 


=;± 4 


:/() 

/-jiTC 


^00 

E ±: A® / / / /■’cos/) sin’/) sin f ( /•) dr dq dp — o. 

^0 4/0 <^0 


En calculant do la memo maniere les projections algebriques F, B, D 
ou E, D, C do la pression ou tension exercee au point (a, b, c) dans 
I’etat primitif du systbme contre un plan perpendiculaire a I’axe des y 
ou a I’axe des s, on trouvera definitivement . 

(3a) A = B = C=±:5 t, D=:E = F = o, 

la valeur do ra etant d6termin6c par I’equation 
(33) w = 40A’. 

ORuvres de C, — S. II, t. VIII. 


34 
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On arriverait encore aux memcs resultats on parfant dos formiiles (t 4'). 
Seulement les integrations relatives a la variable q devraient alors etin^ 
effectuees entre les limites q = o,q — 2^:. Au reste, il suit evidemment 
des equations (32) et(34) : i" que, dans I’etat primitif du systeme, il 
y a pour cliaque point, on vertu de rhypothese adniiso, egalite do ten- 
sion OU de pression en tons sens; 2” que, dans cot etat, la pression on 
tension designee par ra varie, quand on passe d’un point a un autre, 
comme le carre de la densite. Si maintenant on substituc a I’etat pri- 
mitif du systeme propose le nouvel etat dans lequel la molecule in a 
pour coordonnees 27, j, s, on devra, dans I’equation (33), remplacer 
la densite primitive A par la nouvelle densite p, ct Ton aura en conse- 
quence 

(34) ® = 

Enfin si, dans I’equation (34), on remet, au lieu de p, sa valeur donnee 
parl’equation (17), on trouvera, en negligeant les quantiles inliniment 
petites du second ordre, 

(34) CT=:i0(l — 2 u)A®. 

On voit par les details dans lesquels nous venons d’entrer que, pour 
obtenir 1 egalite de pression en tons sens, dans un systeme de mole- 
cules qui se repoussent, on n’a pas besoin d’admettre, comme I’a fait 
M. Poisson, line distribution particulierc des molecules autour de 
Pune quelconque d’entre elles {voir dans les Annales de Physique et 
de ckimie un extrait du Memoire presente par M. Poisson a I’Academie 
des Sciences, le i®‘' octobre 1827). D’ailleurs, pour faire coincider la 
foimule (33) avec celle que M. Laplace a donnee comme propro a 
determiner la pression en un point quelconque, dans un fluide elas- 
tique en equilibre, il suffit d’imaginer que A represente, non la den- 
site de la masse fluide, mais celle du calorique libre de cette masse 
Ae\z.Micanique cdleste)-, et il etait facile de prdvoir 
cette coincidence, puisque I’hypothfese adoptee par M. Laplace consiste 

a regarder le ressort des gaz comme produit par la force repulsive de 
leur calorique libre. 
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Considerons a present les valeurs de A, B, C, D, E, F que deter- 
minent les formules (aS), (26), (27), (28), (29), (3o), et qui sent 
relatives, non a I’etat primitif du systeme des molecules m, m, m', . . . , 

, mais au nouvcl etat dans lequel la molecule m a pour coor- 
donnecs x, Si Ton suppose que I’etat primitif soit un etat d’equi- 
libre, les seconds membres des formules (i4) se reduiront a zero, et, 
par suite, les formules (aS), (26), (27), (28), (29), ( 3 o) donneront 


s implement 

1 i S [= 1 s ['f - 1 S [ 

L- § [ = <»,.. cosp /(c)] + ^ S [f " S 

a cos-r /(/’)'! j^~cos2aeospeosY/(7-)j 

'^COS^aCOSY/C^)^ 1 

1 ^ COS^a cosp COSY ?’ 


1 S[^^cos^« cos p cos7/w] -e | eosacos^p cosy/W_ 

,).H'gg["lfcosacos'^pcosY/(i’)] ^S[^co8»pcosT/{0 
|.-,-|§['-f:cos«cosPcos»Y/(o] - S 

^ S cos a cos p COS’^ y/('’) j j 


;;■■■ 

II importe d’observer que, dans les equations ( 36 ), (37), onpouiia, 
sans erreur sensible, et en negligeant seulement des quantites infim- 
ment petites du second ordre, remplacer la densite p par la ensite 

primitive A. 1 1 r 

Supposons maintenant que les sommes comprises dans les lor- 

mules (25), (26), (27), (=^8), (29), (3o) verifient les conditions qm 

seraient remplies, si tout plan passant par une molecule et paral e e a 

Fun des plans coordonn^s divisait le systeme en deux parties syme- 

triques; e’est-a-dire que, parmi les sommes dont il s’agit, toutes ce es 

qui renferment des puissances impaires de cos a, de cosp ou e " i 
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s’evanouissent. Alors, cn attribuarU, aux quantiles (i, H, I, L, M, N, fL 
Q, R les valeiirs que determinent les fbrmules ( 38), ( 3<) ) de la 

page 238, on trouvera 


(38) 


(39) 



()E , j (h] <)Z 

+ 1- Si + 

+ 11 S 

()a ()o ()c 

+ Qf- + I>'!” -,-N? 

(m Oh Oc 


U=p[(p + i)^;;+(p-hH);«', 
|p=p[(R-.H)§-KK+.i);;;[. 


Dans le meme cas, en admettant que I’etat priinitif du sysliuiu' soil, lui 
etat d’equilibre, on tirera des formules ( 3 ()) cl. ( 37 ), dans lesqut'll(^s 
on peut remplacer p par A, 


(4o) 


f'= = (oS+‘’® 



^ Supposons encore que les valeurs des quantitfe G, H, I, L,M. N, P. 

veri ent les conditions (4i) de Tarticle prbc6dont, sayoir, 

( 4 ") ' , L = M 
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cc qui arrivcra, par exemplc, si, dans I’etat primitif, les molecules w, 
/«', m!', . . . , m,, nu, . . . ont ete distribuees de la memo manirn’e par 
rapport a trois plans mones par le point (a,b,c) perpendiculairement 
aux axes des x, y et s. Alors on tirera dos equations (4o) et (4i) com- 
binees avcc la formule (i4) 


(43) 


m 



[' 






" = < 3 ? + §)''• 


A, 

A, 

A; 


Enfin, si Ton su[)pos(s les molecules m, m', m,, . . . prnnitive- 

ment distribuees autour de la molecule m de maniere que les valeurs 
des sommes comprises dans les equations ( 37 ), (38), ( 39 ) de la 
page 238 deviennent independantes des directions assignees aux axes 

rectangulaires des 7 et on aura, on vertu do la formule (.45) de 
l’arti<de precedent, 

(45) L = 3R. 

Par suite, les formules (43) se reduiront k 

jA=:R(u-+-2|)A, 

(46) B = r(u + 2^)a, 

■[c=r(uh-4)^- 

Lorsque, dans les Equations ( 46 ) et (44)> pose, pour abreger, 

RA=:K, 


( 47 ) 
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et cfuc Ton y remct pour u sa valeur tiree de la formule (i 5), ces equa- 
tions deviennent respcctivement 


C=K(f- + ^+3!5' 

\ \aa 00 oc j 


E = K 


^3 , 

dc diy 
da <)c J’ 


j)b da 


Pour faire appreeier I’utilite des fornautcs quo Ton vicnt d’etablir, 
considerons un corps solide ct liomogeuc doiit I’etat priinitif ait etc 
precisement son etat naturel, et dont Ic nouvel etat correspoinb? a des 
. deplacements tres petits des diverses molecules. Si Ton fait abstraction 
de la force repulsive du calorique pour lui-meme, si d’ailleiirs on sup- 
pose quo tout plan parallele a run des plans coordonnes divise line 
portion tres petite du corps, envisagee comme un systenn^ de points 
materiels, en deux parties symetriques, les projections algebriqui's 
des pressions ou tensions, exercees au point (!x:,y,z) contre trois 
plans perpendiculaires aux axes des x, j ct seront determinees, 
dans le nouvel etat du corps, par les equations (38) ot (dq). De plus, 
comme les pressions exercees contrc la surface se reduiront a zero 
dans I’etat naturel, les seconds mcmbres des equations (i4) auront 
des valeurs nulles. Par consequent, les quantites G, H, 1 s’evanouiront 
et les formules (38), (Sq) coincidcront avcc les formules (4e)t ( 40 - 
Ces dcrnieres paraisscnt effectivement propi'es a determiner la pres- 
sion ou tension qui a lieu en chaque point d’un corps solide, lorsqui* 
I’elasticite n’est pas la meme’ dans tous les sens, ct quc Ic corps olfri* 
trois axes d’elasticite rectangulaires entre cux. 

Quand I’elasticite redevient la meme dans tous les sens, les condi- 
tions ( 42 ) et (45) etant remplies, les valeurs de A, B, C, D, E, F, don- 
nees par le& formules (4o) et (4 t), se redu'isent k celles que four- 
nissent les equations (48). Si Ton siibstitue ces memos valeurs dans 
les formules (3) de la page iqy, on retrouvera precisement les equa- 
tions donnees par M. Navier, dans le Memoire pr^sente a I’Academic 
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dos Sciences lc i4 iTiai 1821, et deduites par M. Poisson, dans le Me- • 
moire dejii cite, d’unc analyse qui doit s’accorder sur quelques points 
avec cellc quo nous venons d’cxposer, et en difFerer sur quelques 
autres. C’est du moins ce quo, nous pouvons presuiner, a la lecture de 
Textrait que M. Poisson a donne de son Memoire dans les Annales de 
Physique el de Chimie. 

Revenons maintcnant aux formulos (38) et (Sq). En supposant la 
donsite A constante, et negligeant les infiniment petits du second 
ordre, on tirera do ces formules combinees avec I’equation (i5) 




(5o) 


A =-- [^(L -t- G) -f- (R - G) ^ (Q - G) ■+■ oj A, 

B=:[(R-H)§-h(M + H)||+(P-H)J^+H]A, 


C = 

D-“ 


(Q_I)|1-H(P-I)^-1-(N-M)|-hi]a; 


da 

( P 4- I ) -f* ( P 4- 


«)§]*• 

E = [(Q + e)g + (Q + i)i]4. 

F = [(R + H)§ + (R+G)g] 4 . 


Lorsque les conditions (42) et (45) sont remplies, en faisant, eomme 
dans Particle precedent, 


(5i) (R-+-G)A“|- A-, (R— G)A = K, 

et ayant egard a la formule (i.5), on trouve simplement 


11 

XT • 1 1 

A--3K 

D = U( 

^d'f] dK" 

4” JVu 4“ 

4 ’ 


11 

m 

4*- K.l» 4" 

/t-sK 

~T~’ 

E=iA:( 

^da dc 

dc 

■4” ICi/ 4“ 

k-2K 

4 ’ 

F=iA:| 

( dl d'O 

da 


Les valeurs de A, B, C, D, E, F fournies par les Equations (49) et (5o) 
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oil par les equations (02) coincident les unes avec les valeurs de A, B, 
C determinees par les ^nations ( 56 ) on (60) do Tarticle precedent, ct 

augmentees des quantites GA, HA, lA ou de la quantite l<?s 

aiitres avec les valours de D, E, F determinees par les formules (Sy) 
ou ( 60) dll meme article. 

Lorsque la fonction (’(/■) est telle qiie, sans alterer sensiblement les 
sommes designees par R et G dans les formules ( 5 i), on puisse fairo 
abstraction de celles des molecules to, to', .. to,, TOj, .. . qui sontles 
plus voisines de la molecule ni, on a (voir les pages 2.42 et 243) 

( 33 ) G = ~R==±^£°°r^f(r)dr. 

Done alors on tire des formules ( 5 i) combinees avec la formule ( 3 i) 

( 54 ) A=o, K = 2RA=:q:0A2. 

et, par suite, les equations ( 52 ) se reduisent, comme on devait s’y 
attendre, aux foi’mules (62), la valour de in etant determinee par 
I’equation ( 35 ). 

Dans le cas ou les quantites G, H, I, L, M, N, P, Q, R et A sont con- 
stantes, e’est-a-dire independantes des coordonnees a, h, c, les valours 
de A, B, C, D, E, F, fournies par les equations‘(49) (So), peuvent 
etre evidemment substitutes, dans les formules ( 58 ) de Particle pre- 
cedent, aux valeurs de A, B, C, D, E, F determinees par les equa- 
tions ( 56 ) et (57) dll memo article. 11 y a plus; si I’on substituc la 
valeur de p deduite des formules (i 5 ) et (17) dans les seconds membres 
des equations ( 25 ), (26), (27), (28), (29), ( 3 o), ou, cc qui revient 
au meme, dans les premiers termes de ces seconds membres, attendu 
que, les autres termes etant infiniment petits du second ordre, on pent 
y remplacer, sans erreur sensible, p par A ; si d’ailleurs on suppose con- 
stantes la densite A et les differentes sommes indiquees par le signe § 
dans les equations dont il s’agit, les valeurs des quantites designees 
par ,^2, dans les equations ( 3 i) de la page 235 pourront s’ecrire 
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comme il suit : 



^dk 

dF 

dE' 


a( 

^da 

-^Tb 

+ dJ. 

(55) • < 

[ = 


^dF 

dB 

dD' 

A^ 

\da 

'^Tb 

dc. 



I , 

(dE 

dD 

dC 


A* 

Vda 

'^'db 



Done alors, cii admettant que les conditions (i5) et (35) de Tarticle 
precedent so trouvent rempUes, on aura encore, comme on devait s’y 
aitendre (»o?> Ia page 244)> 


(56) 




I / dX. 
A \()a 

A \da 
r /(M 


A \da 


dF M 
db dc 

db ^ dc 

■ db dc 


Dans les diverses formules ci-dessus, on a considere comme variables 
independantes les quatre quantites a, h, c, t. Si Ton suppose, au coii- 
(raire, (juc Ton prenne pour variables independantes, avecle temps f, 
l(ss (‘.oordonnees x, y, s, il faudi’a, en vertu des principes developpes 
dans rarticle precedent, remplacer les derivees 


(5?) 


dl 

dl 

dr] 

dv 

dri 


dC 


da 

db' 

dc’ 

da 

db' 

d7’ 

da' 

db' 

dc 

par le 

s suivantes 








(58) 

d? 

dl 

d?. 

dri 

d'O 

dm _ 

di 

dC 

dS 

dx 

dy' 

ds’ 


d/’ 

ds’ 

dx’ 

dy’ 

d- 


Alors on trouvera, comme a la page 201 , 


(Sg) 



dy ^ ds 


De plus, si Ton designe par 

( 60 ) ^z=f{a,b,c) 


la density mesur^e au point (a, b, c) dans 


OEupres de C, — S. H, t. VUl. 


I’etat primitif du systfeme 
35 
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des molecules in, TO, to", to,, on tirera de reqiiation (16), com- 
binee avec les equations (4) de I’article precedent, 


(61) 


/(ffl, h, c) _ /(a; — g, y — V], ^ — O . 

H- u ~ I -1- 'J ’ 


puis, en negligeant les infiniment petits du second ordre, on obtiendra 
la formule 


(62) p = (1 — '0 /(^> ^ — I 


d f{x, y, s) A, J) 


dy 


dz 


qui coincide avec Tequation (21) de la page 201 . Gela pose, il cst facile 
de reconnaitre ce que deviendront, dans la nouvclle hypothcse, les va- 
leiirs de A, B, C, D, E, F determinees par les equations (20) et siii- 
vanfes. On conclura, en particulier, des formules (4o) et (4i) 


(63) 


(64) 



R 


dx 

dx 


R 


dy 


0 


oy d. 


Q^ + P ^ 

ox ay 


•N 


A, 

A, 

A; 



puis, des formules (48), 


(65) 


A 



+ 


df] 



/ B=K 
f C=K 






+ 3 


dz 







II est bon d’observer que les trois premieres des equations (65) 
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pcuvent s’ecrire cqikikig il suit : 

<)r, . _ \ n _ T. r. 


( 66 ) 




B : 


rr [ dn 


C — K ( 2 - 4 “ j 


Lorsque, a I’aiclc cles methodes exposees dans cet article, on a deter- 
mine Ics projections algebriques des pressions ou tensions exercees en 
un point quelconquc d’un systinne de molecules contre trois plans per- 
pondiculaires aux axes coordonnes, il sufFit de substituer les valeurs 
de ces projections algebriques dans les formules (2) et (23) des 
pages 196 et 202 pour obtenir les equations qui expriment les lois 
d’dquilibre ou de mouvement du systeme. Si Ton combine, en particu- 
lier, CCS formules avcc les equations ( 63 ) et (&^), et si I’on suppose 
constantes les quantites L, M, N, P, Q, R, A, alors, en divisant tous les 
termes par la densite 

'■ p-{i-v)A, 

etnegligeant les inliniment petits du second ordre, on retrouvera les 
forimdcs ( 83 ), (84) d(' 1 article precedent, savoii 

o. 


(67) 


et 


(68) 


^ ()x-* 

R 

dy'-^ 

-h Q 

3 

■*4" 2 .R 

fP-Tl 
<)x Oy 

-t- 

dK 

Oz dx 


-t-M 

3. 

dy'i 

+ p 

d^Ti 

„ 

~h 2 P 

dy d- 

-h aR 

d^l 
Ox dy 


- 1- P 

fP? 

d/‘ 

h-N 

fP? 

■+• aQ 

d^^ 

Ox 

+ aP 

d^ri 
dy d= 

r 3 

+ l\ 

d^l 

-)-Q 

dz^ 

-haR 

dx dy 

+ 2Q 

dn 

dz dx 


-l-M 

I fPiO 

dy^ 

-1-P 

(PYI 

3 

-f- aP 

dH 
dy ds 

-h 2R 

dn 

dx dy 

^ ()x^ 

-4- P 

dK 

3 

-t-N 

fP? 

H-aQ 

d^l 
dz dx 

-h 2 P 

d^v 
dy dz 


; O, 


-^z 


+x= 


^3 

dt^’ 

d^r\ 




Cos derni^ires, ainsi quo les formules (63) et (64). paraissent specia- 
lement applicables 4 ua corps solide qui oSre trois axes d elastote 
rcctaugulairos outre eux. Quaud raasticitt redeveut la ^ 

tous les sens, alors, les conditions (4a) et (45) etant remp les, 
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mules (67), (68) se reduisent aux suivantcs 


(69) 


(70) 


R 3 




R 


dx^ 


dy^ 




dx- ^ dy^ d.3^ 
dx^ dy^ dz^ 


d^-D 
dx dj 

dK 

' dy dz 


‘ dz dx 
' dx dy 

d^v 


dz dx “ dy di 


U ( 3 ^ 1 . _L ^ 

dx^ dy'^ 


Rfe +3 


\dx^- 


^2J 
dz- 
d-ri d-f) 


d^ri 

dz- dx dy 


R 


df^ 

d^K 


dz^- 

d°-K 


^ -L _j_ 3: 
dx-^ ^ dy^- dz^ 


JIL 

dy dz 


-H 2 


j)^K_ 
dz dx 

dx dy 
d^n 


dz dx dy d: 


-f-X: 
-t- Y: 
-I- Z . 

-hX = 
-f- Y = 
+ / = 


' dF-’ 

dH 
■ dt^-’ 

d‘^ 
dt^ ’ 


c’est-ii-dire a celles qiie M. Nayier a donnecs dans 1 (>, Memoiro do 1821. 

Nous observerons encore quo, si Ton subsliluc, dans les formules (2) 
et (20) des pages 19G et 202, Ics valours do A, H, C, I), E, F detormi- 
nees par les equations (82) et ( 35 ), en supposant la dcnsite A con- 
stante, on obtiendra six nouvelles formules qui coituudcront, cu dgard 
a la seconde des equations ( 54 ), avec les formub^s (72) ot (78) de I’ar- 
ticle precedent. 


P.-S. — Pour etablir les formules ( r. 3 ) (page 267) ot celles qui s’en 
deduisent, on a suppose que les diversos molecules nt, m, m', rn^, 
/n.,, ... olfraient des masses egales, ot se trouvaiont distribuees a tri-s 
peu pres de la meme maniere autour de I’unqquolconque d’entre olios. 
Ces suppositions paraissent exiger que la donsite p varie trfes peu d’un 
point a un autre; ce qui arrivera, par exemple, si la dcnsite A, relative 
a I’etat naturel, est une quantite constante, et si p direre trds peu de A. 
Elies paraissent exiger encore que les diffdrentes sommes indiquees 
par le signe § soient sensiblement constantes, c’est-il-dire indepen- 
dantes des coordonnees a, b, c, et que celles des mSmes sommes qui 
renferment un nombre impair de facteurs 6gaux aux quantit^s cos a, 
cosj 3 , cosy s evanouissent. Effectivement, lorsque ces conditions sont 
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TO, iriplies, les valours do A, B, C, D, E, F trouvees dans cet article veri- 
fio.nt, commo on I’a vu, les formules (56), et, par consequent, les for- 
imiles (58) do I’article precedent. 

Si l(^s conditions dont il s’agit cessaient d’etre verifiees, les formules 
ohtemies dans cet article pourraient ne plus s’accorder avec cedes de 
rarticle, precedent, etalors elles devraient etre rejetees. Ainsi les cal- 
culs qu(‘, nous venous de faire peuvent devenir insuffisants pour I’eta- 
blissemont dos veritables equations de I’equilibre ou du mouvement 
d’an systivrm', de molecules dans des cas auxquels les formules de I’ar- 
ticl(' precedent seraient encore applicables. 



SUR QUELQUES THIEOREMES 

RELATIFS 

A LA CONDENSATION OU A LA DILATATION DES CORPS. 


Considerons un corps solidc ou fluide qui, venant a changer de 
forme par I’elfet d’une cause quelconque, passe d’un premier etat na- 
turel ou artificiel a un second etat distinct du premier. Rapportons 
d’ailleurs tons les points de I’espace a trois axes I'ectangulaires, etsup- 
posons que la molecule m, correspondante aux coordonnees oc, y, z 
dans le second etat du corpSj soit precisement cello qui, dans le pre- 
mier etat, avait pour coordonnees les trois differences 

x — \, y — f), S — Z. 

Si Ton prenda?, y, z- pour variables independantes, rj, ‘C seront des 
fonctions de x,y, z qui serviront a mesurer les deplacements du point 
que I’on considere parallelement aux axes coordonnes. De plus, si, 
dans le second etat du corps, on designe par 

« AiP, y H- Ay, z -h Az 

les coordonnees d’une molecule m'voisine de m, les coordonnees de 
m' relatives au premier etat seront representees par 
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(](ila pose, soient ot rles rayons vecteurs menes cle la molecule m a 
la mokkmlo rra' dans lo. premier et dans le second etat du corps. Soient, 
(Ml oiitrcs 

^o> yo c(, y 


l(>s angles forarns par les rayons vecteurs r#, ravec les demi-axes des 
coordoniKies positives; et faisons 


(i) /’^roli + s). 

£ servira do. mesuro a ce que nous avons noinme la condensation ou la 
dilatation liadaire du corps suivant la direction du rayon vecteur r 
[noiV Volume II, page Ci (’)]; et Ton aura 

(.() /'cosa — A.'r, /•cos(3 = A/, /•cosy = A5. 


On trouvera paroillcment, en considerant la quantite r comme infini- 
ment petite, et negligeant les infiniment petits du second ordre, 


(3) 


To COS ^0 - 

To COS|3o==:: Aj' 

/‘o cosyo A.g 


dx dy 

dri A A 

dx dy 


A \ 


di 

dri 

dz 

■ dz 


As 


A. , 


on, CO qui revientau meme, 


To COS ao— r I a — 


dn 


'^^^cos«-4^.cosP-'||eosy), 


dy 

dn 


dn 


(/,) /■„cosPo='-(cos^-5^cos«-^cosP-^ 


cosy 


rt,cos7<, = r(^cosy - 


5cosa-|cosp-|cosy 


(*) 


OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p- 83. 
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puis, on tirera cles equations (4). combinoes aveo lu I'oi'iiuib' (i ), 


( 5 ) 



' /''oy i A 

= — + ( cos« — ^cosa — cosp — cosy j 

( o d'<\ o y 

+ (cosp - cos a - cosp - (.)sy ) 

+ (cosy - ^ cosa - cosP cosy J 


Done, si Ton fait pour abreger, comme a la pajfo (>2 <lu second Vo- 
lume ('), 

(6) 


(7) 


on aura simplement 

(7+^) ~ Acos® « -+- B cos^p + C cos^y -1- 2 D cos P cos y +■ 2 E c.os y cos x +■ 2 F cos x t 

Les equations ( 5 ) et (8), qui coincident Tune et Fautre avec la for- 
mule (12) de la page 199, fournissent le moyen d’exprirner la conden- 
sation ou dilatation lineaire mesur6e par e en function des angb's a, 
p, Y* Ajoutons ique si, a partir de la mol6cule m, on porte sur la direc- 
tion du rayon vecteur rune longueur 6quivalente ii i -h e, on aura, (ui 
d^signantpar 

^ + j-f-y, xi-t-z 




, 1 , vy 


A: 

B: 

G: 


da; 
dy 


1 , I du 




<):r 


&n 

dy 


-I -f- 


fdz Y 

w) ’ 


fd^y /dr,y /(K y 


D: 


E: 


d? d? 


d-n 


dy d s \dy 


dtfdl 


^ d?/d 7 


dy\dz 


dx 


s- 


<Jz ()x 

^ _i_ du z' du _ ^ 


dC 

Tz 


dy 

da- ' 


dy dx\dy 


d?. d 7 

d.r dy^ 


(*) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 85. 
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It'S cooi'donnees de I’extremite de cette longueur, 


(9) 


.Y 


cos a ~ cosp cosy — 

(d consequence la formule (8) donnera 

Ax‘-‘-HBy^-t-Cz2-t-2Dyz-t-2Ezx-h2Fx.y=;i. 


Done rexl.remile de la longueur i -p e sera situee surla surface de I’el- 
lij)soid(‘ representc par I’equation (lo). Enfin, si par cette extremite 
on mone une. normale a rellipsoicle, les angles A, p, v compris entre 
c(dte normale et les demi-axes des coordonnees positives seront deter- 
mines pai‘ la formule 

cosA 

Acosa -+-Ecos|3 -t-Ecosy 

C0S|LJL 

E cos a -h D COS j3 -H D cosy 

COSV 

Ecos Or-f- Dcos(3 -(- Ccosy 

l,ors(ju(‘ le rayon vectcur r est dirige suivant Tun des axes de I’ellip- 
soide, la dilatation ou condensation mesuree par e se reduit a Tune de 
indU's qu(‘ nous avons nommees condensations ou dilatations pnnci- 
palcs; (d, comine, dans ce cas, la normale se confond clle-meme avec 
l(' rayon /% on tire do la formule (ii)> en y remplaQant X par a, p. par p, 
et V par y, „ 

' Acosa -4- F cos (3 4- Ecos y 

cos a 

F c osa4-BcosP 4-Dcosy 
cosjS 

Ecosa 4- DcosP 4-Ccosy 
cosy 

Obsorvons encore que, aprfes avoir deduit e de I’equation (8), on^ 
pourra, quelles que soient les valeurs de a. p, y, determiner les angles 

Y, k I’aide des equations (4), ou, ce qui revient au meme, a 

36 
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[’aide de la formiilo 


/ COS OCo 


cosa - 

-ii 

dx 

di 

cosa ^ 

dy 

cos (3 - 

dc 

ds 

cosy 



cos(3o 





d'f] 

dr\ 

O 

dn 


cos (3— 

dx 

cosa— T- 
dy 

cosp - 

dz 

cosy 

cosyo 


_ ^ 

dK 

o 

. dS 


cosy - 

dx 

cos a :r- 

dy 

cosp - 

dz 

cosy 


Concevons maintenant que dans Ic premier etat dii corps on merie 
par la molecule m un plan perpendiculaire an rayon vccteur et 
soient m.,, .. . des molecules choisies arbitrairemont dans le plan 
dont il s’agit. Designons d’ailleurs par a^,, bo, et par a, b, c les angles 
que Ic rayon vecteur mene de la molecule m a la molecule w, forme 
dans le premier et dans le second etat du corps avec les demi-axes d('s 
coordonnees positives. On aura necessai remen t 

(i4) cosao cosao-+- cosfS^ cosJ)o-+- cosyo cosco— o. 

Depliis, les angles ao, b^, c^, a, b, c devant etre lies entre eiix de la 
meme maniere que les angles j3o, Yo> encore 

cosao 
* d'i , 

cos di — ^ cos a cos b — cos c 

dJi‘ Of az 

cosbo 

, dr\ dr] ■ df] 

cosb — :r- cosa— cosb — cos c 

ox Of d:i 

cos Co 

dC ” (K 7 <K ' ' * 

cosc — cos a — -r- cosb — cos c 
ox ay oz 

Or, si dans requation (i4) on remplace les quantites 

^ cosao, COSj3o, COS/o; COSOq, COsbo, COSCo 

oar les denoininateurs des fractions comprises dans les formules (.3) 
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(>t (i 5 ), on en tircra, eu egard aux equations (6) et (7), 


fiG) 


^ (A cos a h-F cos (3 ^- Ecos7)cosa^- (Fcosa -i-Bcosp +Dcos7)cosb 
I -H (Ecosa -t-Dcos (3 -t-C 0037)0050=: 0; 


puis on conclura de cette derniere combinee avec la formule (i i) 

(17) cosa cosX -H cosb cos/i. -h cosccosv = 0. 

Done, dans Ic nouxel etat du corps, le rayon vecteur inene de la mole- 
(■u!(' rn ii la molecule m^ formera un angle droit avec la norniale menee 
par rextrernite de la longueur iH- £ a I’ellipsoide que represente I’e- 
(juation ou, en d’autros termes, ce rayon vecteur sera parallele 

ail plan langcnt a rellipsoide; et, commo on pourra en dire autant de 
(out rayon veedeur qui joindra la molecule m a I’une des molecules m^, 
///„, . . . ; il est edair qu’un plan unique, parallele au plan tangent, ren- 
r(«.riu(n'a toutes (ics molecules. D’ailleurs I’ellipsoide represente par I’e- 
(luation (ro) est semblable a celui dans lequel se transforme une 
portion infiniment petite du corps comprise sous une surface spberique 
<lont le centre coincide avec la molecule m, tandis que lo corps se con- 
<lense ou se dilate; etles axes des deux ellipsoides sont, non seulement 
proportionuels, mais encore diriges suivantles mernes droites, d ou il 
resulte que les plans tangents mcnes a ces deux ellipsoides par des 
point, s situcs sur un seul diametre sont paralleles entre eux. On pent 
done i'^ioncer la proposition suivante : 

'I’l iKOnfeME 1 . — Supposons (piun corps se condense ou se dilate par I effet 
d'une cause qaelcompie. Concevons d’ailleurs que Von construise, dans 
Velat pmnitifdu corps, une sphire infiniment petite, qui ait pour centre 
la. rnoMcule m, et qui renferme en outre un grand nombre de molecules 
voisines, puis, dans le second etat du corps, Vellipsoide dans lequel cette 
sphere sest transformee. Les moUcuks primitivenunt situdes pres de la 
molecule m : sur un diametre de la sphire; oV dans un plan perpendi- 

culaire d ce diamitre, se troweront iransportdes, apre's le changement 
d'etat du corps ; 1° le diametre de Vellipsoide corres pendant au dm- 
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mitre donne de la sphire ; 2“ dans le plan diametral parallile ausc plans 
tangents mends a V ellipsoide par les extrdmitds dii nomeau diamilrc. 

All reste, pour etablir directement Ic theorenie qui precede, il suffit 
d’observer que, apres le changeraent d’etat du corps, Ics molecules pri- 
mitivement situees, pres de la molecule m, dans un plan tangent a la 
sphere, doivent evidemment se trouver transportees dans le plan tan- 
gent a I’eHipsoide, et que d’autre part des molecules tres voisines, pri- 
mitivement comprises dans des plans paralleles, devront encore etre, 
apres le changement d’etat, renfermees dans des plans de cette espece. 

Si la molecule m! est tellement clioisie que, dans le second etat dii 
corps, le rayon vecteur r mene de m a m' coincide avec un des axes de 
I’ellipsoide, la dilatation ou condensation mesuree suivaht le rayon 
vecteur r sera I’une des dilatations ou condensations principales, et 
dans le meme cas, mais dans cc cas seulement, les molecules 
m.y, . . . primitivement situees pres de m sur le plan pcrpendiculaire ii 
la droite qui joignait les points materiels m, m! , se trouveront encon' 
sur un plan perpendiculaire au rayon r. II est aise d’en conclure que 
des molecules primitivement comprises dans une surface normale a la 
droite qui joignait les points materiels m, m! , jouiront do la memo pro- 
priete dans le nouvel etat du corps, si dans cet etat le rayon vecteur 
mene de m a m! est 1 un de ceux suivant lesquels se mesurent les con- 
densations ou dilatations principales. On peut d’ailleurs conslderer, 
dans les deux etats du corps, la distance trbs petite qui separe les 
points m et m! comme I’element d’une courbe qui couperait a angles 
droits la surface ci-dessus mentionnee; et Ton est ainsi conduit a la 
proposition suivante : 

THt;oRfeME II. — Qimnd un corps se dilate ou se condense, pour que 
des molecules primitivement situees : 1° sur une certaine surface; 2“ sur 
une courbe rwrmale a cette surf ace, se trouvent encore, apris leur ddpla- 
cement, sur une surface et sur une courbe qui se coupent a angles droits, 
il est necessaire et il suffit que la tangente menee a la seconde courbe, par 
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le point oil celle-ci rencontre la seconde surface, offre I'une des directions 
saimrit lesquelLes se mesurent les dilatations ou condensations principales. 

Considerons maintenant un corps solide elastiquo dont la surface 
iibrc soit soumiso cii chacun dc ses points a une pression normale, 
[)ai' cxcmplc, a la jircssion atmospherique; et supposons quo, pour 
('■Uil)lif Ics equations d’equilibro ou de mouvementde ce corps, on ait 
recours aiix princi|)os ci-dessus developpes (pages 2 o 3 et suiv.), ou, 

qui revient au memo, aux principes exposes dans le precedent ar- 
ticle, on se bornant loutefois au cas ou I’elasticite reste la meme dans 
tons les sons. Alors, on ebaque point du corps pris dans un etat dis- 
tinct dc I’etat naturel, trois directions, designees sous le nom de prin- 
cipales et pcrpcndiculaires entre olios, correspondront en memo temps 
anx trois pressions ou tensions principales ct aux trois condensations 
ou dilatations principales. D’aillours, en un point quclconque de la 
surfaca', libre, la pression exterieure, etant, par bypothese, normale a 
cable surface, sera necossairement une pression principale. Done la 
condensation ou dilatation lineaire mesureo, tres pres de cetto sur- 
face et suivant une direction normale sera Tune des condensations ou 
dilatations principales. On arriverait encore evidemment a la memo 
(iouclusion, si la pression exterieure supportee par la surface libre du 
corps elastiquo se reduisait a zero. Cola pose, on deduira immediate- 
merit du tbeorbme II une nouvelle proposition dont voici I’enonce : 

TinloufeME III. — Si, V elasticite d un corps dtant la mime dans tons les 
sens, la surface libre de ce corps est soumise a une pression normale ou a 
line pression nulle, tandis que ce ' corps passera de I’eiat naturel a un 
nouoel etat, une droite comprise entre deux molecules situees pris de la 
surface libre, et primitivemenl normale d cette surface, ne cessera pas de 
la coitper d angles droits- 

Concevons b present que le corps 6lastique se r^duise dans son etat 
naturel a une plaque tres mince et comprise entre deux plans paral- 
16Ies qui soient sounds a des pressions normales. Supposons, de plus, 
que, cette plaque venant b changer d’etat, sa forme varie tres peu, et 
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de maniere que les deplacements des molecules soient tees petits. Les 
deux plans paralleles qui terminaientprimitivementla plaque setrans- 
formeront en deux surfaces courbes dont les courbures priucipales 
seront tres petites en chaque point; et rdpaissour de la plaque, me- 
suree apres le changement d’etat, sur I’une quclconquo des droites 
normales a I’line de ces deux surltices courbes, dilferera tres pen de 
I’epaisseur primitive, e’est-a-dire de la distance qui separait d’abord 
les deux plans ci-dessus mentionnes. Ajoutons que, en vertu du troi- 
sieme tlieoreme, les diverses'molecules primitivement situees sur uik' 
perpendiculaire commune aux deux plans dont il s’agit se trouveront 
transportees sur un petit arc de courbe qui coupera ces deux surfaces 
courbes a angles droits. D’ailleurs, ce petit arc de courbe se confondra 
sensiblementavec sa corde et de telle sorte que, si Ton regarde Fepais- 
seur de la plaque comme une quantite infinirnent petite du premier 
ordre, la distance entre Fare et la corde sera infinimcnt petite du se- 
cond ordre. 11 y a plus, on pourra en dire autant d’un element de Fare 
en question et de la corde de cet element; d’oii il suit que cette der- 
niere corde prolongee sera sensiblement normalc aux deux surfaces 
courbes. On pourra done enoncer encore le tlieoreme suivant : 

Theoiieme IY. — Si une plaque elastique ti'es mince el primilwcment 
comprise entre deux plans paralleles se condense ou se dilate, mais de ma- 
niere que sa forme varie tres peu, deux molecules, primitivement situees 
sur une petpendiculaire commune aux deux plans, se trouveront, apres le 
changement de forme de la plaque, sur une droite sensiblement normalc 
aux deux surfaces qui remplaceront ces mimes plans. 

Si Foil supposait la plaque elastique primitivement comprise, non 
entre deux plans paralli'les, mais entre’ deux surfaces courbes separees 
I’une de Fautre par une distance tres petite et constante dans toute 
I’etendue de la plaque, alors, en raisonnant toujours de la meme ma- 
niere, on obtiendrait, au lieu du tlieoreme IY, la proposition suivante ; 

Theor6me Y. Si une plaque elastique, primitivement courbe, mais Ire's 
mince et d une epaisseur constante, se dilate Ou se condense de maniire 
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c/ue sa forme varie Ires peu, deux molecules, primitwement situees sur nne 
droite sensihlement normale aux deux surfaces qui terminaienl la plaque, 
se Iroiweronl encore, apres le changemenl de forme de ces deux surfaces, 
sur line di'oite qui pourra itre considdree comme perpendicidaire a I’line 
et d V autre. 

Ell terminant cet article, nous ferons observer quc, si un corps siibit 
a differentes epoques des cliangements do forme qiielconques, la dila- 
tation OU condensation definitive d’un volume tres petit, qui renfermc- 
rait neanmoins avec la molecule m un grand norabre de molecules 
voisines, se deduira sans peine des dilatations ou condensations suc- 
cessivement eprouvees par ce volume aux epoques dont il s’agit. En 
elTct, soient u,, u,. ••• les quantites propres ii mesurcr ces dernieres 
dilatations ou condensations, en sorte que le volume en question varii' 
a line premiere epoque dans le rapport de i ii i -i- u, , a nne seconde 
epoque do i a i-h u^, etc. Le memo volume aura didinitivement varie 
dans le rapport de I’unite au produit (i-h- u,)(i u^) ... . Done, si I’on 
nomme u la quantite propre ii mesurcr la dilatation ou condensation 
definitive de ce volume, on aura 

(1 8 ) I V (i ~1- Uj) (l -H Vg ) . . . - 

Si les changements de forme successivement eprouves par le corps 
sont peu considerables, alors u,, ..., u seront des quantites tres 

petites, et la formule (i8) donnera sensiblement 

(19) umujH-Uj -+-.... 

L’equation (19) comprend un tlieoremo dont voici I’enonce : 

TniORtiME VI. — Si un corps subit d differentes epoques des change- 
ments de forme Iris peu sensihles, la dilatation ou condensation difinitive 
quiprowera le volume d’un des elements de ce corps sera la sotnme des 
dilatations ou condensations successivement eprouvdes par le mime vo- 
lume. . 



SUR L’EQUILIBRE 

ET LE 

MOUVEMENT D’UNE LAME SOLIDE. 


§ I. — Considerations generates. 

Considerons une plaque solide qiii offre dans Tetat nature! line 
epaisseur tres petite, et qui se trouve alors comprise entrc deux sur- 
faces cvlindriqiies tres voisines Tune de Tautre. Supposons, en outre, 
que cette plaque s’etende indefinimeirt dans le sons de sa longueur, 
e’est-a-dire dans la direction des generatrices des deux cylindres, mais 
qii’elle soit terminee, dans le sens de sa largeur, par deux plans pa- 
ralleles a ces generatrices. Un element de la plaque, ronferme entre 
deux plans tres voisins et perpendiculaires aux generatrices dont il 
s agit, sera ce que nous nommerons une lame solide; et, par suite, la 
longueur de cette lame coincidera precisement avec la largeur de la 
plaque. Concevons maintenant que la plaque, et les lames solides dont 
elle se compose, Yiennent a changer de forme, mais de maniere que 
les surfaces qui la terminent ne cessent pas d’etre cylindriques, et que 
des molecules, primitivement situees sur une parallfele aux genera- 
trices des deux cylindres, satisfassent encore h la meme condition 
apres leur deplacement. Supposons d’ailleurs que, dans le nouvel etat 
de la plaque, on applique aux molecules qui la constituent des forces 
acceMratrices donnees, et aux surfaces cylindriques qui la terminent 
des pressions exterieures normales a ces surfaces. Enfin, admettons 
que, les forces acceleratrices etant dirigees comme les pressions dans 
des plans perpendiculaires aux generatrices des deux cylindres, les 
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directions ct les intensites de ces forces et pressions, ainsi que la na- 
ture et la densite do la plaque, soient les memes pour tous les points 
situes siir unc parallele a ces generatrices. Les equations d’equilibre 
on. do mouvement do la plaque, qui seront en memo temps cedes de 
o.luuuino des lames qui la composent, coincideront evidemment avec 
l(is equations (requilibre ou do mouvement de la section faite dans la 
plaqiKi par un plan pcrpendiculaire aux generatrices des cylindres. 
Done, pour deduirc ces equations des formules qui expriment genera- 
lonient les lois do requilibre ou du mouvement d’un corps solide, e’est- 
a-dire des formules (2) ou (25) des pages 196 ou 202, il suffira de 
fairci abstraction do Tune des trois dimensions de ce corps. Cela pose, 
rapj)ortons tous les points do I’cspace a trois axes rectangulaires des 
,2:, y, Z-, et prenons pour axe des 5 une droite parallele aux generatrices 
des surfaces cylindriques qui terminentla plaque. 

Soient d’ailleurs, dans I’etat d’equilibre ou de mouvement de cette 
plaque, 


m une molecule comprise dans le plan des x,y', 

X, y los coordonnees de cette molecule; 

p la densite de la plaque au point {x, y); 

o la force acceleratricc appliquee a la molecule rn; 

X, Y les projections algebriques de la force 9 sur les axes des x ety; 
p',p" les pressions ou tensions exercees au point (a;,' j) contre des 
plans perpendiculairos a I’axe des x et a I’axe des y; 

A, F les projections algebriques de la pression ou tension p' sur les 
axes des m ct_y; 

F, B les projections algebriques de la pression ou tension / sur les 
memos axes. 


On trouvera, s’il y a dquilibre, 

(0 


Of 


o-.Y-o 

_4-^+pY_o. 


Si, au.contraire, la plaque se meut, alors, en designant par la force 

. 37 
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acceleratrice qui serait capable de produire le mouvement effectif de 
la molecule m, et par 5” les projections algebriques de cette force 
sur les axes coordonnes, on trouvera 


( 2 ) 


-u ^ 

dx dy 




dx 


+'^ + p('f-Er) = «- 


Dans Fun et Fautre cas, si Ton nomme 

a, ^ les angles compris entre les demi-axes des coordonnees positives 
et un autre demi-axe 00' mene arbitrairement par le point (x, y) ; 

p la pression ou tension exercee au point {x, y) contre le plan perpen- 
diculaire a ce demi-axe et du cote qui le regarde ; 

A, u les angles formes par la force p avec les demi-axes des x et y posi- 
tives, 


on aura, en vertu des formules ( 3 ) de la page 197, 

(3) cos/. = A cosat -f- F cos(3, /> cosfx =r F cosct 4 - A cos^. 

Enfin, si Fon suppose le point {x, y) situe sur Fune des surfaces cy- 
lindriques qui terminent la plaque, et si Fon fait coincider le demi-axe 
00' avec la normale a cette surface, les valeurs precedentes de p cosX, 
T^cosp. devront se confondre, au signe pres, avec les projections alge- 
briques de la pression exterieure appliquee a cette surface dans une 
direction norraale. Done, si Fon designe alors par P la pression exte- 
rieure correspondante au point (x, y), on aura encore 

(i) Acosa4-Fcosp=— Pcosa, Fcoscc-yBcosP =— Pcosp. 

On ne doit pas ojablier que ces derni'eres formules subsistent seule- 
ment pour les points situes sur les surfaces eylindriques ci-dessus 
mentionnees. 

II reste a faire voir comment des equations (i), (2) et (4) on peut 
deduire celles qui determinent a un instant quelconque, dans f’etat 
d’equilibre ou de mouvement, la forme de la plaque ou plutot de la 
section faite parle plan desa;, y, et, en particulier, les divers change- 
ments de forme de la ligne qui, etant comprise dans ce meme. plan. 
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(livisail primitivcment I’epaisseur de la plaque en deux parties egales. 
TouLefois, commo la determination de cette ligne, que nous appelle- 
]'ons ligne moyenne,, s’effectue do diverses manieres et entraine des 
calculs plus ou moins etendus, suivant que Ton considere une lame 
elastique ou non elastique, naturellement plane on naturellement 
eourlus d une epaisseiir constante ou d’une epaisseur variable, nous 
renverrons le developpement de ces calculs aux paragraphes suivants. 

§ II. — ISqucLtioas d’ equilibre ou de mouvement d’une lame 
naturellement droite et d’une epaisseur constante. 

Concevons que, dans I’etat naturel dc la plaque ci-dessus mention- 
nee, les deux surfaces cylindriques qui la terminent se reduisent a 
deux plans paralleles, separes Fun de Tautrc par une tres petite dis- 
tance. Cbacune des lames qui composeront cette plaque sera ce qu’on 
pout appelor une lame naturellement droite et d’une epaisseur con- 
staiite. (lela pose, representons par -ih I’epaisseur naturelle de la 
[)laque, et prenons pour plan des x, y celui qui divisait primitivement 
cette epaisseur cn deux parties egales. Supposons d’ailleurs que, dans 
le j)assage do I’etat naturel a I’etat de mouvement, les deplacements 
des molecules soient tres petits. La ligne moyenne de la section faite 
])ar le plan des x, y, apres avoir coincide dans I’etat naturel avec I’axe 
des X, deviendra, en vertu du changement de forme de la plaque, une 
eourbc plane, mais dont I’ordonnee sera tres petite. Designons par 
f {x) cette ordonnee. Sbit, do plus, rla difference entre I’ordonnee y 
d’unc molecule quelconquemcorrespondante al’abscissea? etl’ordon- 
lUH' /(.«) de la ligne moyenne, en sorte qu’bn ait generalement 

(5) yz=f{x)-^r. 

Soient enfin 

( 6 ) , x — l, y — n 

les.coordonnees primitives d© la molecule m qui, dans I’etat d’equi- 
libre ou de mouvement, coincide avec le point (», j); tq seront des 
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fonctions de x, y gui serviront a mesurer les deplacements de cette 
molecule parallelement aux axes; et, si Ton considere ces deplace- 
ments comme infmiment petits du premier ordre, la fonction/(a;) 
sera encore une quantite infinimcnt petite, ainsi que sa derivee 
11 est ais6 d’en conclure que, si Ton veut prendre pour variables inde- 
pendantes a? et r au lieu de x ety, il suffira d’ecrire, dans les.formules 
(i) et ( 2 ), la lettre r a la place de la lettrc y- Soient elfectivement, 
dans le cas oil Ton regarde x,y comme variables independantes. 


( 7 ) A = F(x,y), 

(8) ^=z^{x,y), — =X(a?,j). 

On tirera des formules (5) et( 7 ), en regardant x et r comme variables 
independantes. 


(9) 


dj 

dx 




dr 


et 


( 10 ) 


dx 


= <F{a;, y)- 




dr 




ou, ce qui revient au meme, 

(n) ^-^=<l>{x,y) + X{x,y)f\x), ^=X(x,y). 

Done, en negligeant vis-a-vis de ^(x,y) le terme X(x, y)/'(x) qui 
est infiniment petit, on aura simplement 


Or, de ces dernieres equations, comparees aux formules (8), il resulte 
que, si Ton prend pour variables independantes a? et r au lieu de x 
ety, on devra, aux derivees partielles 
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sul)stU,ucr los suivantes : 


dr 


Cette conclusion demeurant exacte, tandis que Ton remplace la lettre 
A. par la lettre B ou par la lettre F, on tirera des equations (i) et (2) : 
1“ cn supposant quo la plaque soit en equilibre, 


(i3) 


dA 

dx 


dF 

dr 


*4" p X, - 


dF 

dx 


dB 

-^7+pY-o; 


2” cn supposant que la plaque se meuve 
(< 4 ) 


dA df 


dF r}B 


: O, 


Ajoutons que les formules (28) de la page 2o3, qui fournissent des 
valours ires approchecs de ;t dans Ic cas oix Ton censidere a. ety 
conuue variables independantes, subsisteront encore a tres peu pres, 
(|uand on regardera comme independantes les variables x et r. Done 
aux equations (;i4) 011 pourra substituer celles-ci : 


(.5) 


d\ ^dF 
dx dr 


■pX: 


■ ? d«^ ’ 


dx 


V-n^ 


Quant aux formulcs ( 4 ), il ^sulte des suppositions admises qu’elles 
donneront a trbs pen pres, pour r = - 4 et pour r = h. 


(. 6 ) 


F: 


B: 


-P. 


Kn (Iflet, (Ians I’etal nature! de la plaque, la section faite par le plan 
des m, j etait renfermeo entre deux droites paralteles ii I'axe des x, el 
representees par les equations 

■ h, y—h. 


(>7) 


y- 


Or los deux courbes, dans lesquelles ces deux droites se transfoiment 
en vertu des deplacements inaniment petits des molecules d.fleren 
tres peu de ces memes droites. Done, si I'on designs pare, f les angles 
,ui forme la normale d I'une de ces courbes aveo les demi-axes s 
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axes. Or le second de ces deplacoments nc sera evidemmcnl autr(' 
chose que I’ordonnee de laligne moyennc, on sorto qu’on aura identi- 
quement 

(28) 

Quant aux quantites 

Ai, Fi, Bj, r)], Aj, I-ij, Bj, ^ 2 , v)2, 
elles exprimeront les valeurs de 

^ ^ ^ ^ ^ ^ (H 

dr’ dr’ dr’ dr’ dr’ dr-’ dr^’ dr'^’ dr^’ df^’ 


correspondantes a /■ = 0. Enfin 

(29) Xo, X., X2, Y„, Y„ Y2, 


representeront ce que deviennent, pour /•=: o, les quantites 


( 3 o) 


d_^ ^ 

dr ’ dr^- ’ 



d^Y 
df^ ’ 


D’ailleurs, si X, Y considerees commo fonctions des varial»l<'s 
sont continues par rapport a ces variables, les expressions (3o) dillen'- 
ront tres peu des fonctions qu’indiquent les notations 
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dy ’ dy^ ’ 


dY ^ 
dy ’ ’ 


dans le cas oii Ton regarde a;, jeomnae variables indepondantes. Done, 
pour obtenirles valeurs trhs approchecs des quantites (29), il sulFira 
de poser, dans les expressions ( 3 i), r=o, ou, a tres peu pres, 7 o. 
L erreur commise alors, etant du meme ordre que les deplacemenls 
Y), devra Mre consideree comme infmiment petite. 

II reste a montrer ce que deviennent les formules (aS), (24), (aS), 
(26) et (27), dans le eas oii la quantite h est tres petite. Or, si Ton ne- 
glige dans une premiere approximation tons les termes qui ont pour 


JTt 
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laclinir h\ commc on dcvra Ic fairc effcctivement, si, h etant du memo 
oi-dro qii(' los deplacemcnts rj, on atlribue au temps t une valour pen 
considerable, on tircra des formulOs (27) 


(■■^-0 Fo=o, = iq = o, B, = o; 

puis, des formules (23) et (24), 

/ 0 o \ ^ 

(•’o) ^ 0 —°’ 

(andis quo. les formules ( 20 ) et ( 2 G) donneront 



dx 



V — 


La premiere des formules (33) determine, dans le cas d’equilibre, la 
valour de la pression ou tension A^. Quant a la seconde do ces for- 
males, ellc exprime qu’une lame naturollement droite, et d’une epais- 
seur conslante, mais tres petite, no peut rester en equilibre apres un 
(diangement de forme presque insensible, a moins que les forces acce- 
leratrices appliquees aux diverses molecules ne soient dirigees a tres 
pen pres dans le sens de la longueur do cette lame. C’est ce qu’il etai( 
facile de prevoir. Ajoutons que les formules (33), une fois admises, 
entrainent les formules (34) dont la seconde determine, pour des va- 
lours peu considerables do/, I’ordonnee y]„ dela ligne moyenne, quand 
la plaque est en mouvoment. 

La pression A^ n’est que le premier terme du developpement de la 
pression A suivant les puissances ascendantes de r. Si Ton veut deter- 
miner, dans le cas d’equilibre, le coefficient Ac du second terme de ce 
meme developpement, il faudra recourir a une approximation nou- 
velle, en supposant que la quantite h, quoique fort petite, devienne 
tres supdrieure aux valeurs numeriques des deplacements T|, et con- 
server, dans la premiere des formules ( 24)5 les termes proportionnels 
au carr4 de h. Si d’ailleurs on continue de n4gliger les puissances deA 
d’un degre superieur au second, les formules (27) pourront Mre re- 

00 
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(liiites aiix suiTaotes : 


(35) 






i) 






() 


n 


a* 


Or on conclura de celles-ci, combinees avec la scconde dcs equa- 
tions ( 23 ) et avec les deux dernieres dcs equations (24), 


( 36 1 


(37) 


p f I I . Y 1 


n V 


15 -^'T 


r 

dx 


X P ( ^"2 


r/X, 


Par suite, la premiere des equations (21) donnera 


(38) 


Si^ 


AVv , 


3 dx- ■' 
ou, ce qui revient au meme. 


Yo+ -7- ( a 


dx 


- o, 


(39) 


dx^- 


P 



-Y,- 


dy^\ 

~dx 1 


= 0 . 


Host bon d’observer que, la quantitc Y^j devant etro, dans le cas d’e- 
quilibre, (res petite et du meme ordre que le rapport que ren- 

lerme la formuIe(39), ne sera pas necessairemcnt tres considerable, 
comme on pourraitde croire au premier abord; et qu-en consequence 
la fonction A,, determinee par cette formule, conservcra generaleniont 
line valeur finie, comparable a celle de A^. Comme d’autre part la va- 
riable r, comprise dans les equations (19), (20), etc., cst uno quan- 
tite du meme ordre que A, tandis que les valeurs de F,, fournies 
par l^s equations (3o) sontproportionnelles au carre de A, on conclura 
des ^uations (19) et (20) : en negligeant, dans le developpement 
de A, les puissances de A superieures a la premibre, 

A=:: Ao-h Air; ■ . 

2^ en negligeant, dans les developpements de F et de B, les puissances 
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do It suporieuros a la secondo, 


(.'lO 




2 



ou, cc qui r(^vi('ntau nieiru'. 


Ainsi, apres avoir (hdermine los fonctions Ap, A,, a I’aide dcs deux 

equal ions 


(eJ) 


^^‘^0 1 ^ Y ^ 


<Lv^ 


^P{ 


'3Y, 


I 


~h " \ -f- — j— ) 

2 " dx / 


il suCfira do reeourir aiix Tormulos {.\o) ot (4'-i) pour obtenir los va- 
lours aitproohees dos pressious A, F, B rolalivos a I’etat d’equilibro. 

Si do I’dlal (rdquilibro on passo a I’etat tie moiivemeni, il faudra, 
dans los equalioiis (4a) f't (43), romplacer los quantiles 


(ii) 

par l(‘s dilloroncos 
( |.>,l Nu- J^T’ 


X,; 


V„ V, 


N i , 


V„- 


d-’Oo 


V.- 


d-T/i 

dt- 


d-r,, 

dt^" 


On Irouvora done alors, on nogligoanl Ics termos proportionnols au 
carro do h. 



‘iSl 

(lx 


- 4 - P X(, P 



■ Y , dXi 


3 d^-n^ J d-ri2 
/(“ 4)F 2 ~dT 




o(, on nogligeant los tonnes proportionnels au cube do /t, 

(/i^— /'O, 


F - 

2 


(47) 


rrf\, 







d^Tii 

di^ 


(/P-/-=). 
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Quant a la yaleui’ approchee dc A, elle continuera d’etre detcrmiaee 
par requation (4o), I’erreur etant du raeme ordre que 

Daiisle cas particulier oil la force acceleratrice est supposee nulle, 
ses projections algebriques X, Y et, par suite, les quantiles X„, X, ; Y„, 
Y,, Y^ s’evanouissent. Done alors les equations (/|G) et ( 47 ) so re- 
duisent aux suivantes : 


(48) 

(49) F 


ch: 


dr- ’ 


d^-A, _ 3 


'Co ■ 


/r 


r ( VI 2 4“” 


dx 


dr 


I f dAi __ d-'^i 


2 \ dx 




B 




Nous ajouterons ici une remarque importantc. Si, apres avoir divise 
la plaque, prise dans I’etat d’equilibre 011 de mouvement, en lames 
sdlides, on designe par / la largeur d’une de ces lames, la section ftiite 
dans cette lame par un plan perpcndiculaire a I’axe des x, et corres- 
pondant a I’abscisse x, supportera une tension ou prossion dont les 
projections algebriques sur les axes des x et j seront representees ii 
fees peu pres par les produits 



et dont le point d application aura pour ordonnee la valeur de y deter- 
minee par la formule 

( 5 f 'I ' V - 

A dr 

h 

(lela pose, le produit 

‘^^ohl{y~-n,)=.\AyhH 



‘f 


I \ krdr 


A2 A, 
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represoaUira, au sigae pres, le moment (') de- la pressioa ou tension 
<'i-dessas mentioanee par rapport a I’axo qiii, etant perpendiculaire au 
plan (ies -i', y, realerme le point de la ligne moyeniie correspondant a 
I’ahseisse x. Do plus, ce moment sera du meme ordre que le produit 
qui representc la projection algebriquc de la force siir I’axe 
(les r, e’est-a-dire de I’ordre de puisque la quantite determiner 
par I’uae des fbrmules 


li^ 




f dky 
\ dx 


4- p Xj p 



sera de I’ordre de A-. Quant a la projection de la meme force sur I’axe 
des X, clle sera de I’ordre de A seulcment; d’oii Ton peut conclure que 
la direction de cette force formcra ua tres petit angle avec I’axe des x. 

Pour appliquer les diverses equations que nous venons d’etablir a la 
de((a'niinatioa des changements de forme qu’eprouvent la plaque ou 
lame proposee, et la ligne moyeanc de la section faite par le plan des 
.r, p', il est necessairc do tenir compte des relations qui existent entre 
les tensions ou pressions A, F, B et les deplacements v]. Or ces rela- 
tions dependent de la nature de la plaque et de la matiere dont elle est 
formee. Si Ton considere en particulier unc lame elastique et homo- 
gene, dont relasticite soit la meme dans tous les sens, alors, en adop- 
tant les principcs enonces dans Fun des precedents Articles (p. 210 
et 2 i:()), et prenant x, y pour variables independantes, on aura, en 
vertu des formules (O7) et (7o)"de la page 21G, 


(53) 


dx 


•K^j, 



dr} \ 

Ty ^ 



dr\ 

h K’J 

()y 



A, K designant deux quantites constantes, et u la dilatation du volume 
donnec par Tequation 


(^>4) 


d'E, dn 
dx dy 


(C) Co qu’on appelle le moment d’une force par rapport a un axe n’est autre chose 
(pio lo produit do cette force par la plus courte distance entre Faxe et la droite suivant 
laquelle elle agit. 
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Par suite, si Ton ftut, pour plus do commodite, 

(55) A-H-K=iGK, 

etsi I’on prend pour variables independantes x ct r, au lieu do x ot 
on aura 

. .. ^ i)'i c)n F _ Q — I ,d-n \ I? __ ^ . 

— £/ — + - g K dx ()r 

Lorsque, dans les formules (j 6), on substitue aux Ibnctions A, F, B, 
-q leurs dtu'cloppements ordonnes suivantles puissances ascendantes 
de Invariable r, alors, en egalant entre eux les coefficients des puis- 
sances semblables dc r, on trouve 






F. _ 6) - 

I f d-fio , - 

\ 

Bo 

dcu 

On,, 

i 


— fj 1:21 

”■ dx 

4- 

K ““ 2 

~[da.-'^- 


K 

dx 

15:) ■ 

i 4. 



F, ___ (9 - 

I f drii 

\ 

B, 

di, 

4- t'-Os: 

i 

XV 1 

, K 

— CjldL 
■*" dx 

“h ‘0-2^ 

k ~ 2 


i), 

/ 

K 

■“ dx 

puis 

, on 

combinant les 

formules < 

^' 57 ) ayec 

le 

s equat 

ions ( 

3-2), on 

eonclut 











/ 

d-f]^ 



t 


l>\ 




1’“ 

~~ dx 

5 


0 


K )’ 


1 ;>S) 


i ^ 

d'Hi 

r cif-i,, 


i 

d'ii _ I 

dH. 




1 

dx 

~ 0 d.v^ ’ 


0 

dx 0 

d.d^ 



Les valours precedentes de i,, r,,, L,, sont exacles, aux quantiles 
pres de I’ordre de AA En substituant ces memes valours dans les (h'ux 
premieres des formules (oy ), on en tire 


'■>9) 



Lela pose, les equations (43), qui sont relatives a requilibre d’uru' 
lame solide, donneront, pour une lame elastique, 


> (6n) 


02 


-i- Xq — o. 


-d^ 


1,60 
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£2 (lesignant une constante positive determinee par la formule 



Ohservons d’ailleurs que, si, apres avoir multiplie pour h- les deux 
memhrcs de requalion (Gi), on negligeait les termes proportionnels 
an carre do h, on sc trouverait immediatement ramene a la seconde 
(les formules ( 33 ). 

On pourrait douter, an premier abord, que les equations (Co), (6i^), 
dans Icsquclles •/)„ d(:!signent do tres petites longueurs, fussentap- 
plicables a dcs (uis oil la force acc(:d(3ratricG (p ne serait pas elle-mtoe 
tres petite. Mais, pour dissiper ce doute, il suffit d’observer que la 
quantiti; K et par suite Ic cocfticient £2“ sont generaleinent tres consid(L‘- 
rablos. II en imsulte quo la valour de tiree de I’equation (Go), sera 
pen dilTerente de zisro et du ni(imc ordrc que Ajoutons que Ton 

pourra encore on dire autant de la valour de si, comme nous I’a- 
vons suppose, ¥„ est uuo quantite tres petite du meme ordre que AL 
Quant a la quantit(j h-, il faudra, comme on I’a dit, qu’elle sort de beau- 
coup supcrieure aux valours numeriquos des inconnues rjo, etpar 
consequentalavalcur nuuK'umjuo de afin que Ton puisse continuer 
d’omottre les termes proportionnels aux carres de ces inconnues ou do 
lours derivtics, tout on conservant les termes proportionnels au carrd 
de h. Done la force 9 devra roster tres petite par rapport au produit 
Mais il suffit, pour cela, que, lo produit £ 2 A ayant une valeurtres 
considerable, o conserve une valeur finie. 

Les equations (60) et (Gi) sont les seules qui subsistent pour tons 
les points de la ligno moyenne dans une lame elastique, homogene, 
naturellement droite et en equilibre. Chacune d’elles determine sepa- 
riunent Tune des deux inconnues v]o representent, dans letat 
d’equilibre, le d^placement d’un point de la ligne moyenne paralleie- 
ment a I’axedesir, etl’ordonneedecette ligne. Ajoutons que, ces deux 
inconnues etant ainsi determin6es aux quantites pres de 1 ordre de A', 
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k's valours do A, y] so doduirout avoc Ic moaio di'^'ro d’a|)]>roxima- 
lion : i” do I’equation ( 4 o) reunio aux formiilos (.h)); 2" dos Idr- 
iiiules ( 48 ) coinl)inees avoc los formulcs (22) ou phildl av(‘c los siii- 
vaidos : 


(03) 2 — io+i;, n = ri5 + rj,/'. 

On trouvcra do cetto maniero, on ayant dgard a la (“oruuih' (da), 


C'ii) 

tor.) 


* ^0“ 


dx 




/• 

0 


A/iji 

[T/x 



A. = pl2i 





l> 

0 


Quant aux valours approchocs do F ot do B, olh'S sc'roiit donnoos par 
les equations (42) et (59) ou, co qiii la'.viont an memo, par los I'or- 
inulos 

m F =: i p ( X. - £2^ {/d- r-- ), B = - 1* + ^ p V , (/t^ - /•'Q, 

ot soront exactes aux quantitos pri's do I’ordre do 4’. 

Nous avons ici suppose quo Ton commeneait par dotoriniiK'r, a I’aido 
dos equations diirerentielios (Go) ot (Gi), los val(un‘s ineonnuos ■/]„. 
Mais, pour effocluer completemcnt cetto deternunation, il ost nocos- 
sairo do fixer les valours des six constant.es arbitrairc^s ((n(‘. renlormont 
los integralcs generales de ccs equations cliirerenliollos. On y j)arvion- 
dra sans peine, si les extremites de la lame ^lastiquo sent toiitos deux 
fixes, ou Tune fixe etl’autre libre, en assnjid.tissant los inconiuK's r,„ 
aux conditions nouvellcs quo nous aliens indiquer. 

Conccvons que, dans I’etat naturel de la lame elastiquo, les extromi- 
tesdc la ligne moyenne coincident avoc I’origine et avec un point sitiio 
sur I’ axe des x a la distance a de cette origine ; on sorto que ces oxlro- 
inites correspondent aux abscisses 

= 0 , X z=z a. 

Supposons d ailleurs la lame terminee dans Ic sens de sa longueur par 
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deux plans perpcndiculaires a la ligne moyenne. Enfm imaginons que 
les extremites do cette lame deviennent fixes, ou plutot que, les extre- 
mites dc la ligne moyenne ctant fixes, les points renfermes dans les 
deux plans dontil s’agit soientassujettisde manierean’en point sortir. 
Alovs on aura, pour .r = o et pour x = a, non seulement 


(t>7) ?o=o, 

(68) no=^o, 


inais encore ^ = d, quel quo soil r, et, par consequent, 


((if)) 



Or les trois conditions qui precedent, et qui doivent etreverifieespour 
deux valeurs ditTcren tes de x, fournissent le moyen de determiner les 
six constantes arfiitraires que comportent les valeurs generales des 
iuconnucs I'lo- 

Supposons encore que la lame elastique olTre une extremite fixe, par 
('xemple, colic qui correspondkir = o, mais que I’autre extremite cor- 
roispondante a a? = a soit libre. Alors les conditions (67), (68), (69) 
devront etre verifiees pour la valeur zero de x, qui correspond a I’ex- 
tremite fixe. De plus, si Ton considere un point {x,y) renferme dans 
1(1 plan menc par Tautre extremite perpendiculairement a la ligne 
moyenne, les projections algebriques de la pression exercee en ce point 
contre lo plan seront sensiblemont equivalentes aux quantites A, F 
donndes par les equations ( 65 ) et (66). Done, si ce plan est soumis a 
la pression exUu'ieure et normale P, les valeurs de A et de F, tireesdes 
(squations ( 65 ) ct(66), devront pour x = a satisfaire, quel que soitr, 
aux deux formulas 


(70) A=:-P, F=:0, 

qui entraineront les trois conditions 

dx- 6 p 


(71) 

(72) 


dx’‘ 
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Or, al’aidede ces conditions reuiiies aux formules (67), (68), (69), 
on pourra determiner encore les deux constantes arbitraires que com- 
porte I’integrale de I’equation (60), et lesquatre constantes arbitraires 
que comporte I’integrale de I’equation (61). 

Si les deux extremites de la lame elastique devenaient libres, les 
conditions (71) et (72) devraient etre verifiees pour x = a aussi bien 
que pour ir=o. Mais, apres avoir determine, a I’aide des conditions 
relatives a = 0, les constantes arbitraires introduites dans lavaleur 
de Ho par une premiere integration, on dans la valeur de v]o par deux 
integrations successives, il faudrait renoncer a determiner les trois 
autres constantes arbitraires; et les conditions relatives hx = a four- 
niraient seulement des relations qui devraient exister, dans le cas d’e- 
quilibre, entre les forces acceleratrices et la pression P. II etait facile, 
an reste, de prevoir ces resultats, attendu qu’on ne trouble pas I’eqiii- 
libre d’une lame elastique dont les extremites sont libres, lorsqu’on la 
deplace tres peu, en faisant tourner cette lame sur elle-meme, ou en 
transportant Tune de ses extremites sur une droite parallele soit a 
I’axe des x, soit a I’axe des 

Si la lame elastique, ayant ses extremites libres, se trouvait terminee 
dans le sens de sa longueur par deux plans perpendiculaires, non plus 
a la ligne moyenne, mais a deux droites comprises dans le plan des x, ' 
y, et qui, prolongees en dehors de la lame, formeraient avec les demi- 
axes des a: etjr positives, la premiere les angles x', la seconde les 
angles a", p", les valeurs de A, F et B, tirees des formules (65) 
et (66), devraient verifier, pour x = o et pour x = a, non plus les 
formules (70), mais celles que I’on deduit des equations (4)i quand 
on y remplaee successivement les angles a, p par a', P' et par x", p". 
On aurait done alors, pour x == o, 

(73) Acosa'+Fcos,3^=_Pcos«', F eosa' + B cos|3' = - P cos(3', 

et, pour X = a, 

(74) Acosa"+Fcos^'— — Pcosa\ Fcosa"+ B cos(3"= — P cos(3". 
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D’ailleurs, la quantile F, qui est clu meme ordre que h-, pouvant etrc 
negligee vis-a-vis do. A, la premiere cles formules (73) ou (74) so 
reduirait encore a 

A=r-P, 

otentrainerait : i” la condition (71); 2® la premiere des conditions (7:2). 
Mais la secoade des conditions (72) se trouverait remplacee par celle 
quo Ton deduit do la secondc des formules (78) ou (74). combinee 
avec les formules (( 36 ), c’est-a-dire par I’lino des deux suivantes : 


(7-3) 


(7<6 


Q?' 


dx'^ 


■Xi- 


cos (3' 

■ ii — 7 ) 


COSa' 




da;'^ 




cos (3" 
CO set" 


II serait (uicore facile de voir ce qui arriverait si fun des plans qui 
(orniinent la lame elastique supportait une pression difierente de P. 
Ainsi, par exempb', concevons que le plan correspondant a tr = o resto 
perpendiculaire a la ligne moyenne, et supporte en cliaque point une 
prt'ssioh normale designde par (C. Alors il faudra substituer $ aP, dans 
la premiere des formules (70), et, cn consequence, la formule (71) 
d(‘vra etre lumiplacee par la suivante : 


(77) 


Os d ( 

p u 


o? . 


11 est esscntiel de remarquer que, en vertu des formules (Sg) et (62), 
la premiere des expressions ( 5 o) et I’expression ( 52 ) deviennent res- 
pectivement 


(78) 

(79) 




Done les produits (78) et (79) represeutent, dans une lame elastique 
dont la largeur est / : 1° la projection algebrique sur I’axe des a? de la 
pression ou tension support6e par un plan perpendiculaire 'a cet axe; 
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2“ le moment de cette pression ou tension par rapport a une droite 
qui, etant pcrpendiculaire au plan des x, _y, rcnfermorait le point 
de la ligne moyennc correspondant a I’abscisse x. D’aillcurs, si Ton 
nomme tie rayon de courbure de cette ligne, on aura 



etl’on enconclura, en negligeant les intiniment petits du second ordre, 


(8o) 




Done, I’expression (79) pourra etre reduite a 

hi I 

( 8 .) ±lpQ^^. 

Par consequent, le moment ci-dessus mentionne sera en raison dirocto 
do lalargeur de la lame elastique, du cube do son epaissour ct de la 
courbure^ de la ligne moyennel Ainsi sc trouve Yerilido riiyjtolbi'se 

admise par Jacques Bernoulli dans la solution qiK'. ce geometre a 
donnee du probleme de la lame elastique. Mais on doit ajouter qu’il 
ne tenait aucun compte de la seconde des expressions (5o), e’est-a-dire 
de la tension dirigee dans un sens perpcndiculaire k la longueur de la 
lame elastique. Or cette tension, qui, a la verite, cst fort petite par rap- 
port a celle qui se trouve dirigee suivant la longiKuir de la lame (voir 
la page 3oi), reste ne'anmoins comparable au moment dont nous 
avons parld; et cette circonstance, qui a une influence marquee sur 
les valeurs des coefficients que renforment les equations deduites di* 
la theorie de Jacques Bernoulli, oblige, dans plusieurs cas, a modifier 
la formft meme de ces Equations. 

Concevons a present que la lame dlastique vionne a se mouvoir. 
Alors, dans les Equations (60) et (6r), on devra remplacer les quan- 
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(,it(!s ( 44 ) par los difTerences ( 45 ). Par suite, les valeurs generates de 
et de Y]o devront satisfairo aux equations 


( 82 ) 

o»d“?o , Y 


(83) 

o-> d"no 3 O^Vo I O'^Vi 0% 3 , 

Ox'* /d Oe^ Q. Ofi ^ Ox Ofi “ 

2 dx 


dont la do.rniere, combinee avec le.s formulcs ( 58 ), donnera 


( 84 ) 


d'y, 

3 ' 



Y, + 2 


doc J 


Si Ton fait d’aillours, pourabregcr, 


(83) 

( 86 ) 


/i^ 


Vlo — 



j. ) 
2 0/ 



et si, dans les produits 


li^ I \ d^vio 

3 Ox'* ’ 3 \ ' 2 0/ dx^- ’ 


on neglige les termcs de I’ordre de A^ on tirera de la formule (84) 


(87) 


Ox'* Ot^' 


/jfl 

6 



dx J’ 


et do la formule (86) 


( 88 ) 


•oo=y-i- 


3 


2 0 / dx^ 


Les dquations (82), (87) et (88) permettent de determiner a une 
e|)oque quelconque, pendant le mouvement de la lame elastique, les 
valeurs des inconnues i,,, v]o dont la seconde represente 1 ordonnee de 
la lignc moyenne. Ajoutons que cette ordonn 4 e, etant tres peu diffe- 
rente de la fonction y, en vertu de la formule (88), pourra etre substi-. 


#' 
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tuee a y sans erreur sensible; en sorte qu’on aura encoiT a (I'i-s immi 

pres 




d*V() ^"*^0 Y , {t-. 


cLr J 


Outre les equations (82) et (89), qui subsistent, pomlant !(' rnouv('- 
inent de la lame elastique, pour tous les points de la ligiu' inoyc'nne, il 
cn est d’autres qui sont relatives aux extremites de cefte linin'. Siippo- 
sons que ces extremites correspondent toujours anx abscisses .r = o, 
.v — a, et que la lame soit terminee, dans Ic sens de sa lonj^ueiir, par 
deux plans perpendiculaires a la ligne moyenne. Alors, si cettc' lame a 
ses deux extremites libres, les inconnucs ^0, v],, devront veriti<'r, pour 
a* = o et pour x = a, la condition (71) et la pre.ini(‘r(^ des condi- 
tions (72). Quant a la seconde des conditions (72), elle devra elri* 
remplacee par la suivante 


(90) 






de laquelle on tirera, en la combinant avcc les formules ( 58 ), (89 ), et 
negligeant les termes qui auront pour facteur A- on @“, 

(91) ■ 

dx 

Si, au contraire, une des extremites de la lame elastique, [>ar exempb’ 
1 extremite qui coincide aveo I’origine, devicnt fixe, les inconniu's 5o» 
verifieront, pour a; = 0, les conditions (67), (< 38 ) et (69). Knfin, 
si les deux extremites deviennent fixes, cos menaes conditions devront 
etre remplies, non seulement pour a? = o, mais encore pour x =r~ a. 
Ajoutons que, dans le cas oii, les extremites etant libres, les plans qui 
termineut la lame cessent dAtre perpendiculaires a la ligne moyenne, 
rn mk h rnnmon (91) substituer celle que I’on dednitde'la tor- 
mule 1 70) ou (76) quand on y remplace X, par 


<92) 



h i ^ I I 4 Ml •'Uiiltl 




j.( V. i»-<*' i 

Li «ii|lr'i r 

,1 il 1 « 

■:l 

fill 4 il»‘<il*' 


dll '■ 
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* ir, 

i» » 

i*i* jiiiiir ■'!' 

di;ii 

■‘•1, 




,) > ^ 


•J , _ 4 S J '4 'i 

- ^ 'I H .f ’ 4 * » \ ' 


*li%rr'*»r '4 i *|yr 4 Ui 4 upu'r if 

|||ll1|'«*il i|r ijrirf iKi fir I 1=*^ ri , f I r 4 ir f rr^i IrTliif id |r-. |.|. 

tiiirt» « 1 «‘^ Mi=’ rijii.difnis ^ ^ »‘i 

i>r^ il| 4 ''MiMiilf'^^ I'l.isit ^ \ »|H 4 Uilid ^ jffrN is|f r*»r»irr 

Ir'f l*|lrlir'» »!«'' .,1.,. V,, ,, f| \ 'M" air^' !r llii'lljr ulr'^d'r 

l!*i|jljlfil%ill|lil I'Mi'i * flr’fc 'i au\ 'Uili’lir^ 

■'' ■ »1«"* I r"! 4r ll» r'lir'i'i IM'MI |4i|H juif 1*''% 

liiili'i*^ f till I. |far ijii 4 ifii rn lir?% i"i$ fcnli'^tiln.iiif iui\ ijiiaii" 

UUm I , r’%j»rc''*r4it'4i^<t if ,3 j, I If i\ir ,■■■ wt, iiii lrllil|■i*rii, 

i^tl -'i* ,'!* " '^iJdii'**iind'il ir^'^a i|« »lr 




*' ,,)t‘ } 


I* 

I H f >. I t:. i % . 
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■> #• 
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fuee a y sans erreur sensible; cn sorte (jn’on aura ('iKairn a (res {hmi 
pres 


'.89,) 


0 


2 d'*-n„ ^ d^fia 

dfl 




^Y„ 


6 \ d.t' 


Outre les equations (82) 61(89), subsistout., pcndaiil l<! tiioiiv(>- 
ment de la lame elastique, pour tous les points do la H^ik^ nutvauiiie, il 
en est d’autres qui sont relatives aux extremitds do (‘.(dfo lij^uK'. Suppo- 
sonsqueces extremites correspondent toujours aux ahscis.sf's .r r o, 
■v~a, et que la lame sojt terminee, dans lo sons do sa lonf^uour, par 
deux plans perpendiculaires a la ligne iiioyenno. Alors, si o.('tt(‘ lamo a 
ses deux extremites libres, les inconnues v]« dovront vdritior, pour 
J^-o et pour a;=^a, la condition (71) ot la [n'orniori' dos condi- 
tions (72). Quant a la seconde des conditions (72), (dio dovra dfro 
remplacee par la suivante 


(90) 


^2 d_°n_o _ ^ 
dx^ 


oF' 


de laquelle on tirera, en la combinant avoc los formulos ( 58 ). ( 89 ), oi 
neghgeant les termes qui auront pour factour B ou 


(9O 


«rY„ 


s , au contra, re. uno des extremites de la lamo .'dasti,,,,,.. ox,.,,,,, I,. 

1 extrem,te coineide aveo |•origlno. devicnt llx,.. I s „ o „ , , . " 

>l. xer,lieront, pour at = 0, les conditions (G-,) ((m ,; /r Tr r" 
SI les deux cxWmitesdeviennent fixes eo« u • ^ ^ 

sire remplies, non seulement pour a, 1 J,'”™ ‘’"'''''‘'"f 

Ajoutonsque danslfi.no ' i ~ ’ encore pour a?.— «. 

fmineot la iame cessent “d^re 

on doit a la condition » la ligne moyenne, 

nnile ('70 ) ou (76) quand on^^ ^ ^ 

// ''>0; quand on yremplaceX^ par 


(92) 


X . 
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mules (loi), il suffirait de recoiirir au principe adopte par Jacques 
Bernoulli, et ci-dessus rappele, ainsi que nous I’avons fait dans iiotre 
premier Memoire sur I’application du calcul des residiis aux questions 
de Physique mathematique (p. 45 et 46) ( ' ). 

Si Ton considere un corps clastique commc un systeme de molecules 
qui agissent Tune sur I’autre a de tres petites distances, alors, en sup- 
posant que I’cdasticite rcstc la memo dans tons les sens, et que les 
pressions supportees par la surface libre du corps dans IVdat nature! 
se reduisent a zero, on obtiendra, entre les consfantes designees par k 
et par K dans la formulc ( 55 ), la relation 


('07) 


Ar-aK. 


On aura done par suite 

( 108 ) 

et, cn faisant, pour abreger, 

(109) 

on tirera de la formulc (62) 
(no) 


0 — 3; 


K 

P 


= R, 


— 3 


y'all 


Dans la memo hypolhese, la formulc (71) deviendra 

3 P 


(1 ii) 


— , 

dx 3 p’ 


tandis quo les formulcs (102), (io 3 ) donneront 

I cos|3' 


(112) 

{i>3) 


Q? 




dx^ 3 dxdt'^ cos a' 

d^r\Q _ ^ cos|3'^ ^ 

dx^ ~~ 3 dx cosa'^ 


11 resterait a integrer les diverses formules auxquelles nous sommes 

(1) OEuvres de Cauchy , S. IT, T. VII, p- 64 et 65. 

OEuvres de C. — S. 11 , t. VlII. 4° 
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parvenus. Or cette integration ne presente aueime (liniciilte, lorscjirnii 
a recours auxmethodes exposees dans lo Memoire snr raj)|)liea(ion dii 
caicul des residus aux questions dc Physique tnatlieinali<(u<'. (i’esl, an 
reste, ce que nous montrerons plus en detail dans un antrc' arliric, 
nous bornant pour le moment aux observations suivantes. 

Si la lame elastique, etant terminee [lar deiix plans (H'i‘p(“ndieulaires 
ii la ligne moyenne, a ses deux extreinites fix('s et niu' vi((‘sse iniiiale 
nulle en chaque point, la valour dc So deteruiine<' ii I’aide des Ibr- 
raules (io 5 ) et (67) sera semblable a rordoninn^ d’uiu' eorde nn pini 
ecartee de la position d’equilibre, c’cst-it-diia^ a la vab'ur de s dedtiile 
des formules (94) et (pS) du Memoire deja cite. Done, (ui reinitlaeanl, 
dans la formule (roi) de ce Memoire, .s par («t//, par £l on (rouvera 


(n 4 ) 


sS 


. /^TT.r 

cos sin 




le signe ^ s etendant a toutes les vabuirs entiina's |)ositiv('s 011 nega- 
tives de etlafonction f(a^) designani: la valeur iniiiale <le D;m> 
le meme cas, la valeur de v]„, determinee a Paid,* des lbrmiil,>s { loO ). 
(68) et (6g), sera ce que devient la valeur de s donnei- par la Ibr- 

mule (245) du Memoire, quand on remplace la eonstante /■ par b). On 
aura done 


! 1 ! y I T 


• = I S cos e /.s z (er^- COS££--sinr.r ) -- sin W ( -vr „ ,, ,, . 

/ 

^designantuae variable „„„velle, f(^.) la valeur iuiiiale .l,- I., 

signe S s’etendaiit ii toutes Ics racincs ruollcs jiosilivea do rb,|iiiilioii 


{u6) 


(e“'' cosar = a. 


Si, la lame elastique ayant ses deux extromites liliros, la prosaioii !■ 

ZT"' T'"' 

de la formule (,,),ouplat6tde la suivante 


(” 7 ) 




- o. 
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sera ce que devient la valeur de z donnee par I’equatioii (3oo) du 
Memoire quand on reduit les coordonneos cc, y, z a une soule, et que 
Ton remplace h par O. On aura done alors 


(iiS) 




sS 


cos cos — 

a a 


-f 


cos— 


le signe ^ s’etendant a toules les valours entieres positives ou nega- 
tives de n. Enfin, si rune des extremites de la lame elastique est fixe 
et I’autre libre, la valeur de y]o, determinec a I’aide de I’equation (io6), 
des conditions (68), (69) qui devront etre remplies pour 0, et des 
conditions (loi) qui devront etre remplies pour x — a, sera ce que 
devient la valeur de u donnee par la formule (249) du Memoire, quand 
on substitue a la constantc h la constantc On aura done 


119) 'Oo 


■!S 


cos0c‘-ir 


( r + cosr.r — sinc.r) -f- sin cos rx n- sin c;/;) 




• cosac — 


'.f 


le signe § s’etondant a toutes les racines de I’equation 

(120) COSf?/' -f- 2 iir o. 


Lorsque la longueur a do la lame elastique devient inlinie, les equa- 
tions (ii4). (”6) se reduisent Tune et I’autre a 

(.21) 


Par suite, si la valeur initiale f(a;) de I’inconnue ^^st supposee sen- 
siblement nulle dans tons les points distincts de I’oi’igine des coordon- 
necs, la valeur de la meme inconnue au bout du temps t sera encore 
nulle a tres peu pres pour tons les points dont les abscisses ne veritie- 
ront pas une des deux formules 


X-— — ilt, xz=£lt. 


II est aise d’en conclure que le son se propagera dans la lame elastique 
proposee avec la vitesse 


0,-^2 


w 


1 ' 
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D’ailleurs, si I’on deduitdes formulos (70) de la page 276 la vi(('ss<' dii 
son dans un corps solide elastique qui ne soil, sollicitc par aucune Idrcc 
motrice, on trouvera cctte dernicre vilosse ngalc a s/Mi Done Ins doux 
vitesses dont il s’agit sont entre elles dans In rfq)|)or( d(^ v'8 :> V<) 
ce qui revientau memo, dans Ic rapport do 2 y'a a 3 . D’aiitia' part, si 
ronnommeTle temps d’une vibration longitudiiialo dc la !ani(‘ dias- 
tique, T sera evidemment la plus petite des valours positives di' / pour 
lesquelles I’inconnue determinee par la lornmle (ri/j) on (1 id), 
reprend sa valeur initiale, c’est-ii-dire, la plus petite dc cellos (fur ve- 
rifient, quel que soit n, la condition 

nrSlt 

cos I . 

a 


En d’autres termes, T sera la plus petite racine positive do reipiatioti 



a 


et Ton aura en consequence 

rn 2(1! 

(122) r = -j-T" 


Done, si Ton designe par N le rapport ou le nombre diis vibrations 

longitudinales executees pendant Tunite de temps par la lame elas(i(|U(‘, 
on trouvera 

(133) N=:~. 

2 a 

Ge resultat etait deja connu. 

, Quant a la duree des vibrations transversales correspondantes au son 
le plus grave que la lame elastique puissc rendre, elle sera evidemment 
la plus petite des valeurs de pour lesquelles rordonnec yj# reprend 
sa valeur initiale, quand on reduitlc second membre de la formule (i i.») 
ou (irq) a un seul terme, savoir,.ii celui qui renferme la plus petite 
racine positive de I’equation (i t6) ou (120). Cette duree sera done de- 
terminee par la formule 


0 r ^ ^ m 2 71 , 
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transversales correspoiulantes au son le plus grave et executees, pen- 
dant I’linite de temps, par la lame elastique : i“ clans le cas oil lesdeux 
c^xtremites sont fixes; 2° dans le cas oil I’line des extremites estfixe, 
et I’autre libre. 

Si Ton voLilait determiner le nombre des vibrations transversales 
executees par la lame pendant I’unite de temps, et correspondantes, 
non ail son le plus grave, mais ii ceux qiii I’avoisincnt, il faudrait sub- 
stituer, dans la formulc (124), celles des racines positives de I’equa- 
tion (116) oil (120) qui suivent immediatement la plus petite. Or on 
dc^terminera sans peine des valeurs fort approchcics de ces racines, en 
observant quo, pour des valeurs un pen considerables de r,. I’equa- 
tion (116) oil (120) donne a tres pen pres 

cosarr^o. 

Done les racines positives do I’equation (iiG) ou (120), abstraction 
faite des plus petites, se reduiront sensiblement aux racines positives 
de I’equation (127), e’est-a-dire, aux valeurs de r detenninees par la 
for mule 

ar= (an -t- i) - , 

dans laquellc n designe un nombre entier quelconque! Si, pour plus 
d’exactitude, on suppose, dans I’equation (116) ou (120), 

(128) ar = (a/i 1) — 

2 

alors, en n^gligeant le carre de i, on conclura de I’equatlon (i 16) 

, <JC 

(129) £=(— =;(— (i— 
et de I’fequation (120) 

(i 3 o) i = (— 1)« __2 — 

(an+i|2 _(2 «+i)2 ^ '' ' 

e 2 + e; 2 



ir-| M- I, uil>: sniJiMC 
i Hi i r* I j vt f \ *.*8 i 




I rit 'i 


I 

f 


* $i i 

s ^ i 


! 


* I 


‘ i 



i f 


St <hi jniHi* iiiiruf I . /i v*. a I, ....iHhin 

liN |firiirnli‘*H i I 'u| I, I I Ut I ft M U K MH trfunrra : .ulffirllaiil' ijiir 

!;i laiiH* aif <lril\ r\t 


t 

/ 





I J , Iff s'S a ■« ^ ^ \ ^ 

ii 


i 

i 


i i J , i 



1*11 ;ii{iiii»||»iiit :iji|:i* iiH rillii* ti\i‘ rl T.iylrr 

lilnas 


t 

/ 





I < I . . J 



i 

! 


i n ^ 






|j‘ |iriyiiii‘r ilrs mM'iiltrr,''. I’Hiiiitris daii^ i**^. tajoalMHi’H |trn‘ri!iyii 
Mai,Hir -nHaiii , . r!if|i*rr jirii »lii uMiylirr v%*r» hH'IH, , , ijiii* I'niirniir 

ri''ijiiatiriii I iv*"* i; I'riiii il -^yif tjiii' i,i Ifinytily | I’Ji i liiuniii yrmii’ 
^lyi'^ilili* iiiriiii* li‘ iMitiiliry *|y> ^iHralHius rMrrys|iyHilaiilr>^ an 'miii Ir 

jilil'H gnivi* tliiiiH tun* laiiii* iliinf ti*,^ hiiiiI 

ijlli** tiaii'i In itii a ilrviriil ii yy i p;ir 

ivm ilai'iH Hi fyriiiiily | i It k y| rmliiiry riilr Hiriiiiiiy k 


, I ^ 'j h ^ 

• I 'H I \ , 

Hliiaiil iiii liiiiiiliri* linn i"ibriiliiiii.M i|iN* In liiiiir i*%rriilr- 

niif. isi Hr$ iliniyiniyiit. il i*Ht lii^r viiiri|ii*il 

riif^iiry ilriiyiitiiir |Mir liiriiiii 1^1*1 (j Hi) ( ri,))* Hi* 
ra* fif*riitiy» rilH, rryHalj^fa f n»li) ilnil Jr iiM Hjlyr ijiii» 

i'y'iiilifi#iii>^ I fill I Miiiiyit , mill jifiitr fiMiis 

liiriin^ jwiiir #i, Ii*iiil!i»iirii, n'i l'i»ri litil, |iiiiir plm ila «tiiiiiiiiiiiiit% 

^ ^ |;| 

Mil iiwrii till I’lyjiiafiHii I'liifii ibiii fiiin tit? miiii? jiir riifi* 


«♦ 



318 


SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

Iransversales correspondantes au son le plus grave e(: execiilees, |)eii- 
ilant I'unite de temps, par la lame elastiquo : i" dans le cas oi'i l(‘s deux 
extremites sont fixes; 2° dans le cas ou rune des extreinites ('s( lixe, 
et fautre libre. 

Si I’on voulait determiner le nombre des vibrations transversab's 
fxecutees par la lame pendant I’unite dc temps, et e.orri'spondaiites, 
non au son le plus grave, mais a ceux qui ravoisinenf, il faudrait siili- 
stituer, dans la formule (124), celles des racines positivivs <le reipia- 
tion (116) ou (120) qui suivent iramediatement la plus petite. Or on 
deferminera sans peine des valeurs fort approcheos de cos raeini’s, <‘n 
observant que, pour des valeurs un peu considerabb's de /■„ I'eipia- 
tion (116) ou (120) donne a tres peu pres 

COSa/‘zi=o. 


Ooncles racines positives dc I’equation (116) ou (120), abstraetion 

fade des plus petites, se reduiront sensiblement aux raciru's positivi's 

del equation (127), c’est-a-dire, aux valeurs de r determinees par la 
tbrmule 


flr = (a/n-i)!E, 

danslaquelle « designe un nombre entier quelcorujru*. Si. pour plu 
d exactitude, on suppose, dans I’equation (116) ou (120), 


alors, en negligeant le carre de i, 

(129) / = (— i)n+I ^ 


on conclura de I’^quation (i iG) 


etderequation(i2o) 

(l30) 2 
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Irn' (its pi'll ill' rm'(l(Hnu''i' iiiiliali' l‘(.r'). On iii* doi( iloiic. [las (''Iit sur- 
|)i'is ill' voir li's (''(pialioHs (i i ■» ) <'• (• rddiiiri' ii 


vj(i I 


Ll/i 


lorsijii’on iiogli};;(' lo itito di' 4 on di' (“) ' ol (fiii' Ton siipposo on 

I'onsoijiionoi' 

<'(IS(")o“/ I. 

All ri'slo il I'dail. laoilo do prdvoir cos divors rosiillals ii I'inspoolion dos 
d((na(ions difloroidiolli's (da) ('(.(Hi)). Hiroolivoini'iil, roqnation (Hu), 
qni dolorniino j^dnoi'aloini'id li's viliralions Ionp;i(ndinalos d’uni' laino 
dlas(i(|U(', os( indopoiidanlc di* rd|)aiss('iir 2// do ooKi' lanio, landis quo 
I’dqualion (Hq), ([ui ddiorinino los viliralions (ransvorsalos, roiilornio 
dans son si'oond inoinliro lo oarro di' 4 , ol dans son proniior nii'inliro lo 
oarrd do la oonslanlo (-) pi‘o|ior(ionnollo ii 4 . Si I’on no(j;lip;o 4 '-' ol |>ar 
snilo rd(|tia(ion (Hq) so rddtiira siinploinonl ii la soi'ondo dos Idr- 
inulos ( d'i). II y a phis, on ponrra dans los forimdosf d/j ) roiiqdaoor Y„ 
|iui’ zdro. Idn offi'l, pour qui' los (lo|da(‘oiuoti(s dos inoldoiilos rosloul 
(ros |)oli(s, oommi' on lo suppose, [londanl (ou(o la durdo du luoiivo- 
inont, ii os( iidoossairo ijiio la latno diastiquo s’doarlo tri's (loii 11*11110 
posilion d’dquilihro, o( ((n’oii oonsdquoiioo Y„ soil uno quantild Iri’s 
polilo du ludino ordro quo 4 “. Done, on ndutlii^i'aiil 4 “, on dovra iidf^Ii- 
p:or aiissi Y„, ol rdduiro la sooondo dos Idrmulos ( 34 ) a 

<H^ 

Si iraillours on suppose nullo la vitosso initialo d’un point qnoloonquo 
do la iigno movonno, ot par consdquont la valour do corrospoiidanlo 

a / 1 - n, alors, eu ddsignant par f(£i?) la valour initialo do y]#, on tiri'ra 
di‘ rdquation prdcddonto • 

Si Ton supposait la valour initialo do diffdronto do zero* on la desi- 

OMiivret tie C. - S. U, t. Vlll. 4 ' 
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gnant par F(a;), et negligeant le carre de h, on trouverait 




Ces deraieres fbrmules, qui ne doivent e(;r(^ employees qu(' pouj‘ dos 
valours peu considerables de /, expriment quo, dans lo cas oil I’dpais- 
seur de la lame esttres petite, la vitesscd’un point do la ligne movonno, 
dans un sens perpendiculaire a cettc ligno, demeure sonsibloniont 
constante pendant la duree d’une vibration longitudinalo. Cola tioiit a 
ce que, dans Thypothese admise, les vibrations trarisversalos s’oxdo.u- 
teront, comme on I’a deja dit, beaucoup plus b'ntoniont que los autros. 
Mais, si le temps croitet devient comparable a la durdo d’uno vibration 
transversale, il ne sera plus permis do ndgligcrio oarrd do la qiiantild//, 
et de la constante 0 qui, dans les integralos generales dos equations (Rf)) 
et(io6), se trouvera multipliee sous les signes sinus on oosimis jmr 'la 
variable l. 


On pourrait imaginer diverses bypotlnises on vertu desquollos les 
conditions relatives aux extremites de la lame soraient representees, 
non plus par les formules (Gy), (68), (Gp) ou (yi). (ya), (yG), etc.,' 
mais par des formules nouvelles. Ainsi, par oxemple, si les extremites 
de la ligne moyenne, en devenant fixes, prenaient des positions dis- 
tinctes de cedes qu’elles occupaient dans I’litat naturol, les valours 
de io, ■/]„ correspondantes a ces extremites se reduiraient, non pas a 
zero, mais a des quantites constantes. On pourrait supposer encore 
que les extremites de la ligne moyenne sontassujetties a roster sur des 
courbes donnees, ou que les plans qui terminent la lame snpportent 
despressionsou tensions dirigees d’une maniere quelconque ot don- 
nees en chaque point, etc. Dans ces differents cas, la recherche des 
ormules qui dpvront etre substitutes a cedes que nous avons obte- 
nues se dedmra sans peine des principes que nous avons eximses. 

Enhn il est Clair qu’on tirera aisement des formules (i r4), (i i .5), etc. 
es valeurs de ^ pour lesquelles les inconnues s’evanouiront, 
quel que soitt, et par consequent Ic nornbre ainsi quo la position des 



D’UNE LAME SOLIDE. 


:}2:{ 

points qui resteront immobiles pendant les vibrations Jongitiulirniles 
ou transversales de la lame elastique. 

Supposons maintenant quo I’on considere, non plus une lame elas- 
tique, mais une lame solidc entierement demiee d’elasticite. Alors, on 
adoptant les principes enonces dans Fun des precedents articles 
( p. 224 et 225), et laisant pour abreger 

k-)-K=z:0K, 


on recounaitra que. les formulcs (82) et (89) doivent etre remplacfu's 
par celles que Ton en deduit, quand on substitue dans les premiers 
membres, aux inconnues y)„, leurs derivees relatives it /, savoir 


Done, si Ton pose 


~dl ’ dt 



Ot 


f)rh 

It 


— Vo, 


les inconnues «q,, Vo, qui representeront au bout du temps t les proj(>c- 
tions algebriques de la vitesse d’un point situe sur la ligne moyenne, 
devront satisfaire, quel que soita?, aux equations 


dx'^ dt 






H" 2 


dx 


Dans le memo cas, si la force acceleratrice cp s’evanouit, on aura sim- 
plement 

_ d«o 
“ dx^ ~ dt ’ 

at 


11 sera egalement facile de trouver les conditions qui devront ctre rem- 
plies aux deux extremites de la lame solide, et I’on pourra ensuite de- 
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terniiiiBr les valeurs des inconnues 


a Faide des inetliodes developpf'M's 


dans le Memoire deja cite. 

Parmi les fomules obtenues dans ce paragraphe, colics qui soul 
relatives a I’equilibre ou au mouvement d’lino lame olastiqm' sollici- 
tee par une force acceleratrice constante ot constamrnent j)araIloIe ii 
elle-meme coincident avec des formules deja comiues, <'t particuliinv- 
mentavec cedes querenferme le Memoire d’Eidor, intitult! : Invesfi^a- 
(io motuum quibus laminoi elvirgoa elastiav. co/UrcmhmnI (?.w l('s Acta 
Academice petropoUtance I’annee 1779). EHes doiveiit done s’ac- 
corder aussi aveccelles que renfermc le Memoire presente par IVI. Pois- 
son a I’Academic des Sciences, le 14 avril dernier ('). En (diet, aj)res 
avoir annonce, dans les Annales de Chirnie, ({ii’il deduit do la (^onsidf*- 
ration des forces moleculaires les equations relativ(!S, soil sj (ous les 
points, soit aux extremites des cordes et des verges, des membranes e( 
des plaques elastiques, M. Poisson ajoute : Parmi ces dcjualions, trllrs 
qui repondent au contour d’urie plaque, elastique pliie d’une manierr 
quekonqiie, et cedes qui appartiennent d tons les points d une plaque ou 
d’une membrane qui est restee plane navaienl pas encore etc donnees; les 
autres coincident avec les Equations Irowees par dijfirents moyens, 11 
parait d’ailleufs par ce passage quo M. Poisson sb^st occuipe seulmmmt 
des lames et des plaques elastiques d’uno opaisseur e.onstanto qui, 
etant naturellement planes, no cessent de I’titre qu’autant qu’olI<‘s sont 
plieesetcourbees par Faction d’unc cause extdrieurc. Lorsqu’mu' lame 
ou plaque est denuee d’(3lasticite, ou naturellement eourbe, ou d’une 
epaisseur variable, on parvient a des equations d’6quilibrc ou de 
mouvement qui sont trfes distinctes des equations dejk connues, etne 
sont pas indiquees dans le passage cite- C’ost ce que montrent les cal- 
culs ci-dessus effectuds, et ceux que nous developporons ci-aprf's ou 
dans de nouveaux articles. 


( ) Ce beau Memoire, dans lequel M. Poisson a ddduit le premier de la consideration 
^es or(ies moMenlaires les Equations relatives h I’dquilibre ou au inouvomont des cordes, 
os verges, des membranes et des plaques dlastiquos, s’inipriino on ee moment, et doit 
paraitre dansle tome VIU des Mdmoires de I’Acaddmio des Sciences. 
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§ III. — Equations cl’eqiiilibre on de mouvement d’ line lame 
naturellement droite, mats d’luie epaisseiir variable. 


Dans le pai'agraplie precedent, nous avons regarde comrae constante 
I’epaisseur aAde la lame solide. Supposonsmaintenant que cctteepais- 
seur soit variable ; mais admettons, pour plus de simplicite, que, etant 
toujours tres petite, ellc se trouve primitivcment divisee cn deux par- 
ties egales par I’axe des x. h doviendra une fonction de x, et la section 
faite dans la lame solide par le plan des x,y sera renfermee dans I’etat 
naturel entre deux courbes represcntees par les equations ( 17 ). D’ail- 
leurs, si Ton suppose y fonction do x, les angles a, formes par la 
normale a la courbe dont x ot y sont les coordonnees avec les demi- 
axes des x ety positives, se trouveront determines par I’equation 


cos a rfa; -H cos (3 dy = o 


ou 


cos a -h cos P 


'il — 

dx 


o. 


Done, si cettc courbe se confond avec Tune de celles que representont 
les equations ( 17 ), on aura 

(j 33) cosa-+- cos(3~ =0 ou cos«— cosjB^ ~ o. 

De plus, si Ton continue de regardcr coinme infmiment petits les de- 
placements des molecules, et si Ton determine toujours la variable r 
par I’equation (5), les formules (i33) subsisteront encore sans erreur 
sensible, apres les deplacements dont il s’agit, la premiere pour 
r — — A, la seconde pour r = h. Par cons^uent, on tirera des for- 


mules (4) •• 

I® pour r = — 

h. 


(134) 

, dh „ 

^ dh 

^ dh ^ 

A~H-F:= 

as 

ds 

ds 

3 ° pourr=: 

:h. 




dh — 

^ dh 

^dh ^ 

(r35) 

ds 

_ p_, 
ds 

F 

ds 


p]nfm, si I’on d 6 veloppe les quantites A, F, B, X, Y, i, v] suivantles 
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puissances ascendantes de r, ii I’aido dcs equations (rc)'), {20), { 21 ), 
( 22), on trouvera, au lieu des formules (27), 


4-... 


/> dr 

dh 


j F„^r4V-+ (A. +...)/* ^^, = 0, F,4-F„^^.4-...4-(^A„-4-a4- 

I f5e-B4--+(Fi+-)A^ = -P, B. + b44-...4-4„-1- F„ ^ A 

puis, on en conclura, en negligeant dans uik' promiei'i*. aj»[>)'(ixiina(ioii 
les fermes du meme ordre que la fonction A ('t sa derivei' , 

d,r 


il3-) Fa=0, Bo--P; F,: 


/A f'i \ ^ dfl 

^ll dx^ 




Gela pose, la premiere des formules (33) et la pr<Mnier(> des lur- 
mules (34) devront etre remplacecs par les suivantes : 


(.38) 

liSg) 


'^Ao . , „ . I dh 

>«s 


■pXo_0, 


dKfj 

dx 






Quant i, la seconds des equaliona (33), ,dln ennlinunTa ,rn(r,. I,,,,. mi,., 
aina. ,ue la secondc d« equations (3/,). pa,- la pr.uuior,. upp,.„xi.„a- 
t.on; mats elle acquerra dc nouveaux tonnes et ollriru In ntovon ,1,. 
lete, miner la yaleur dc A,, si Ton a recoars ii unc appriiximaliiiii iioii- 
Tolle, Concevons, en effet, quo, dans les formules (iSQ), on 
les lermes proportiounels au oarre de On tirora do oos ldr„ii,l,.s 


i'p A / 


Bn 


r, , d/i 

j Bj — F, A 


(i4o) 




B,: 


/Z 2 


B. 


h dx 
J dh 


Foi 


£ 1? 7, 

h dx i'^ dx 


fZ?’ 


dx’ 

— ~ Bs -i- 4 J • 
6 “ * 


£Tquata;ra3rf''""r“"'“ *-»"'><■ 

( )• “i ““udeelia troisttme des equations (2.4), _ot 


h d 
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I’equation (i 38 ) 


If- fdA , 


‘2 \ dx 


+ pX 


. , d/i 


/f 


(.40 ;b„ .-p + '±pIy, + x,j^^j 


Br- 


If 




Par suite, la premiere des equations (24) donnera 


^ 3 dx^ 




-1“ Xi It 


dh 

dx 


ou, ce qui revient au meme, 


(.43) 


dx^ 


d^h 


1 tt. It / O T 

^ p( o ’'"sH 


cIX, , 3 dh 
dlv 


De plus, comme la variable r, comprise dans les equations (19 ), 
(20), etc., est uno quautite du memo ordre qm^ h, on con.dnra d(\ c(\s 
equations, combinees avec les formules (i/jo) : .m neji;lij>-('ant, dans 
le developpement de A, les puissances de h superieures a la |)remiere, 

A = Ao+A, /•; 

2° en negligeant, dans les developpements de F et de B, les puissances 
de h superieures a la seconde. 


F F„ H- F, /• + F, ^ = F„(i~ ^ (P + Ao+ A, /■) 




(. 44 ) { B = 


If 


•F,V 


— ™ 
h dx 




Lnfzn, SI Ton substitue dans les equations (i44) les valours de Fo (d 
tiiees des formules (^t4i}, on trouvera 


(1 45) 








P + - p (^Y, + Xo i — Ai±l i 


k dx p Ji dx^ ^ 


^ * 
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Lcs equations (i43), (i45) sont relatives a une solide (mi equi- 

iibre. Si de I’etat d’equilibrc on passe a Telai d(' niou veiiKuit, il lainlra 
dans CCS equations remplacer les quanlites (44) par les ([iiaut ites ( }*! j. 
On trouvera done alors, en negligeant les lerrnes proportioiirnds an 
earre de h. 


1 146) 


1 

dx~ 


d^h 


/3Y„ 


O J. tt- /«• f iJ X 


,'3 dHo 
dt^ 


L 

2 dt^ 


<nv , 


Itx 4 d.i 


'// \ 
'.r ) 


;t dh 


') 


dx dt’^ h dir fi.r 

ef, en negligeant les termes proportionnols an cul)(* (l<‘ 


' 14; 


I B 


I I' ctAi 
dx 


4-pfX 


‘-S)] 


(/i2_ ,.2)_A,// 


dll 

dx 


l») 


/• dl> 
h d.r 




Yr 






dt’^ J h *dx 


Ap-hP r d^h 

p h 


{fd •. e 1 


Quant a la valeur approchee de-A, elle eontiruu>ra (retre determinei* 
par I’equation ( 4 o), I’erreur etant du meine ordre (ju(‘ //“. 

Supposons maintenant que la lame proposec^ devi('tUH‘ elastiqiie, ef 
que son elasticite soit la memo dans tons les sens. Alors, ej» adcqilauf 
les memes notations que dans le second paragraplie et comliinaMf les 
tbrmules ( 07 ) avec les equations (iSy), on refrouveu’a les valenrs de 
TT],, 7 ], donnees par les formules (58), et les valeurs <Ie A„, A, don- 

nees par les formules (Sp), ou, cc qiii revient an meine, par les sni- 
vantes 


■ {i48) 


dx 


P 

e’ 








Q designant toujours une constante positive propre a verifier lequa- 
tion (62). Mais la quantite acquerra une vahnir nouv<dle. savoir 


(*49 ) ^ AoH-P I ctA 

e dx^ e—, 'C '/I dx ’ 


ou, ce qui revient au meme, 


(j 5 o) 


6 dx^ Q 



PI I dh 

K J h dx 



JD’UNE LAME SOLIDE. 


329 


Cela pose, s’il y a equilibre, les equations (i38) et (i43) donneront 

6 — I P I dk 


(iSi) 

et 




d-'E(, I dh d'Eo 

d,.f'‘ h dx dx 


■x„ 


h dx 


/ “ S 02 7 d'^h d^f\^\ 




_ dh .. 


Si, au contraire, la lame elastique se meut, on tirera des equa- 
tions (idg) et (i41>), combinees avec les formules (58) et (i/|8), 


1*53) 

et 

(1 54) 


d^Eg I dll ^ 

h dx dx 


-HXo 


0-1 ^ 
0 p A t/x‘ 






/ h d'^Vo 

dVi 

d^-ng\ 


-h~ 

d’Y)„ 


\3 dx'^ 

dx^ 

dx^ ) 


dx 

dx dC- 

3 V 


0^*Oo 


A" ^X A 


■ Yo -f- 7;- ( Ya ~!~ 2 


dx ) 


f dh ^ 


D’ailleurs, en faisant, pour abreger, 

dh doo 


( 1 5 5 ) 


TQo — A 


dx dx 


1 

2 6 


d'-fio 

dx^ 


ot, negligeant les termes de I'ordre de h-, on conclura de I’equa- 
tion (i54) 


(i56) Q?/i 


h d^y d^h d'^y \^ d^y 


Id 


3 dx^^ dx'^ dx'J dt^ 


Y.^- 2 


dX, 

dx 


, dh 


Done, puisque, en Ycrtu de la formule (i55), I’ordonnee y)o de la ligne 
raoyenne sera tres peu differente de la fonction y, on aura encore a 
tres peu pres 


( 157 ) Q.^h 


h d''f\g 
3 dx'' 


d^h d^y)i 


dx^ dx'^ 


d^flg 


dt^ 




dx 


dh 


Ajoutons que les valeurs approchees des d^placements v] et de la 
pression A continueront d’etre d^termin^es, comme dans le second 
paragraphs, par les Equations ( 64 ) et (65). Quant aux valeurs appro- 
chees des pressions F et B, elles se deduiront des formules (i45)< 

QEncrw ae C. — S. n, t. Vlll. 4* 
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(147 ) combinees avec les formules ( 58 ), (148), etsoronf, diuis li* cas 
li’equilibre, 




1^ = ;?^ 

^ -I ^ — I P\ 

dx 


dh d-r]^ 


(ili 


^5 — I P \ I <•/ V/ 


\ 


"0 p 


‘ \ /• <L 

I J h ti- 


ll, 


dx 




dh?^ 

dx’^ 


Observons, de plus, que, pour tirer des formules (i 58 ) les val('urs 
approchees des pressions F, B dans le cas du mouvcrnent, il suliira <!«' 
substituer aux quantity X^, X,, Y, les differences 



X. 


£lSi 

dr- 


x,+ 


dx dt- ’ 


Y,. 


di^ 


:Y,-H 


dx ()t^ ’ 


etque la seconde de ces differences, en vertu de requation (i.)'?), sera 

sensiblemcnt equivalente a I’expression (9a). On aura done, claim h c-a.s 
(lu mouvement, 


F = 5 Jx 


“ dx-^ 


I 


B=-P + i.p 
2 ' 




(/P-,-=) + p£2SA^i" ^ 
ax dx^ 


Of I 

““ dx 


0 


li 


+ i \ 

B dxdd-j 


dcQ ^ 0 — 
dx ‘ J 


+ (x, 


I p 
p 


d/i^ 

dx^ 


dh 

dP ) h dx 


pj h di 


^~.i * 

dx 0 ~ ~p 


r) 


I ti'/t 

Ti dx^ 


points IL I '*• pour fou, |,,, 

Lde „ ?«■ >1. variables 

aura ?,7 , , ' compifetement cos incou- 

perpendiculaires a la ligne moyenL^'^f torminec par doux plans 

^■■enutes son. fl.es, alors, pour oUaeunr ,lo 
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CCS abscisses, les inconnues y]^ devront satisfaire aux conditions 
(67), (68), (69). Mais, si la seconde extremite dcvient libre, alors, 
pour x = a, les formules (70) devront etre verifiees, quel que soitr, 
et entraineront : 1“ la condition (71); 2° les conditions. (72) dontia 
derniere devra etre remplacee, quand il y aura mouvement, par la con- 
dition (91). Si les deux extremites etaient libi’cs, les conditions (71) 
et (72) ou (9r) devraient etre verifiees pour x = o, ainsi que pour 
x=a-, mais elles ne suffiraient plus dans le cas d’equilibre pour deter- 
miner toutes les constantes arbitraires, cc qu’il etait facile do prevoir. 
Enfin, si, les deux extremites etant libres, la lame elastique se trouvait 
terminee par deux plans perpendiculaires, non plus a la ligne moycnne, 
mais il deux droites comprises dans le plan des x, y, et qui, prolongees 
en dehors de la lame, formeraient avec les demi-axcs des x et j posi- 
tives, la premiere les angles a', j 3 ', la seconde les angles a", P", alors, 
en raisonnant comme dans le paragraphe precedent, on etablirait 
encore pour chaque extremite la condition (71) et la premiere des 
conditions (72). Mais la seconde des conditions (72) devrait etre rcin- 
placee, dans le cas d’equilibre, par Tune des formules 


(160) 


(161) 


02 


cPri, 

dx'^ 


Yi + X( 


I dh \ 
h 'dx ) 


cos (3' 
cos ’ 


dx^ 


(y, + X 


I dh \ 
' Ti dx) 


cosa'^-^ 


et, dans le cas de mouvement, par Tune des suivantes : 

COSP' 
co'sa'’ 

cosP" 
cos«" 

Si, les plans qui terminent la lame elastique etant perpendiculaires 
a la ligne moyenne, I’un de ces plans supportait une pression ® diffe- 
rente de P, alors, pour chacun des points situ6s dans le plan dont il 
s’agit, I’inconnue ^0 devrait satisfaire, non plus a la condition (71), 
mais a la condition (77). 


(162) 


02 ’’0 — 

dx^ 


Xi -+- 


(i63) Q? 


dx^ 


:X,- 


dx 

dYo 

dx 


Yr 


I 

Q dx dt^ 


-H 


Y:+^ 


dx dt^ 


X„- 


Xo" 


2 dh 

dt^ J li dx ^ 

d^\ I ^ 

/ h dx 
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Dans le cas particulier oil la force acceleratrice <p ct la pressioti V 
sevanouissent, on tire des equations (r 53 ), (157) 


(164) 

I d^o\ 

\dx-^ lidxdx)~ 

(i 65 ) 

\ 3 - dx^ dx^ ~dx- ) d£‘- 

Dans le mtoe cas, les conditions (72), (iGo) ct (rGi) coincident avee 

les conditions (roi), tandis que les formules (162), (iG3) so redui- 
sent a 

{166) 

Qi d-‘gi) I dh d^^n\ cosj 3 ' 

dx^ \e dxdd h dx df^ J cosct"’ 

{'67) 

Q.^ I d/i 

dx^ \d dx dP h dx 

Lorsqu’on suppose 

(168) 

h = £<(i 4. cx), 


i el c designant deux quantiles constanles, los deux coiirbes rerire- 
senlees par Ics equations (r,) so riduisent a deux droitcs, el. par 

letal nalnrel se redu.scnt i, deux plans. Dans cotlo lupolliese. les 

equations (i64).(, 65) deviennentrespectiyement 


('69) 

(' 70 .) 




c ___ 
i-hca: dx 




^0 




dt^ 


o. 


Nous renyerrons I mtcgration de ces derniijres a un autre article. 


0U7 oe et d une epaisseur constante. 

constott^r’ one lame solide dont I’epai.ssrar 

^e":tec 

par le plan des coincide dans I'etat natural ayec 
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une certaine courbe, qui change de forme tandis que les molecules sc 
deplacent. Solent, d’ailleurs, dans Tetat d’^uilibre ou de niouvement 
de la lame solide, 

m une molecule comprise dans leplan des^r, 

X, y les coordonnees de la molecule m; 

r la normale abaissee de la molecule m sur la ligne moyenne, et prise 
avec le signe -+- ou avec le signe — , suivant que la molecule m es( 
situee d’un cote ou d’un autre par rapport a cette ligne ; 

X, y les coordonnees du point oil la normale dont il s’agit rencontre la 
ligne moyenne ; 

s Fare de la ligne moyenne, mesure a partir de Tune des extremites 
jusqu’au point (x, y) ; 

T I’inclinaison de la ligne moyenne par rapport a I’axe des x, e’est- 
ii-dirc celle des racines de I’equation 


(jyO 


tangr = 


dx 


qui offre la plus petite valeur numerique. On trouvera, pourvu que 
Textremite de Fare s etle sens dans lequel on compte positivement la 
normale r soient convenablement choisis, 


(1,2) ^ = 

(178) ,2? = x— rsinr, 

Cela pose, si Ton prend pour variables independantes r et ^ au lieu de 
oc tiy, on aura 


dy 

~ rzrsmT, 
ds 

j zzz y-h r COST. 


(174) 



_ smr 



COST, 


ds 



sinr, 


dy 

t? 


= COST. 


Par suite, les d^rivees de A, B, F prises par rapport aux variables ^r, y, 
et renfermees dans les equations (i), seront determin6es par des for- 
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.'luiles semblaWes a celles-ci 




ds 


dA fdk 


’ ds ,/ V 


‘!i sorte qu’on aura 
^ dX dX . 


COST 4- 

dA . \ 

dA 

df ~~ 

dX., 

SUIT 4 
i;.r 

dk 

COST 

ds 

dX 

dA 

^) A . 

-v- sin r 
ds 

dr 

’ dy “ 

’v I'ldn <• t 

dr 

^ dr 

^~'''ds 





dX 

_ , 


Oone les equations (i) donneront 

dX 

cm _J_ nriCft^ -J 

dr 


<)1' . 

.. , COST -h SUIT 

ds as 

SIDT H- — COST + . j f“ p X : : (>, 


dr 


I ”>»' /• 


^^77) 


ch 

ds 


dF dB . 

dF . dB „ 

SUIT 4- — cosr H ; f- p Y = o. 


dr 


dr 


dr 


Dc raeme, on tirera des equations (2) 

dX 


dF . 

dA . ^F 

dr dr dr 


'7S) < 


dF . 


dF 


ds 

dB 


dB 


^7 s>"^ + ;^cost 4- 


COST 4--^.- SI nr 


I — 


dv 

ds 


-t-p(X-A:) 


4-p( Y — ?r) ":o: 


liuis. en admettant, comme dans le § II, que les deplacements <i 
molkules sont tres petits, on en conclura 


dA . ■ ()F 

dr + 77 COST ■ 


dA 


dF . 


ds ^smr 


(‘ 7 ») 


I r 


dr 

ds 




« . dB 

^SiaT + — COSTH- 


ds 


I — r 


dB . 

... d^n 
~ ■+■ p A ~ p ' 


ds 


()i- 
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Les formules (177) ct (179) subsisteront, quels que soient /’ ct s, les 
premieres, dans Tetat d’equilibrc, lesautres, clans I’etat cle xnouvcment 
de la lame courbc. Quant aux formules ( 4 ), dies devront etre veri- 
tiees, lorsque, en attribuant a la variable r une des valeiirs — h, h, 
on remplacera cosa par — sim: et cosj 3 par cos-r. Done, lespressions A, 
F, B devront satisfaire, pour r= — h et pour r= h, aux deux condi- 
tions 

(180) (A -H P) siiiT F COST = o, Fsinr — (B -t- P ) cost “ o. 

Concevons maintenant quo, dans les equations (177), (179)- (ido), 
on developpe les quantites A, F, B, X, Y, q, considerees comme fonc- 
tions de s et de r, suivant les puissances ascendantes do la variable r, et 
que ces developpements continuent d’etre representes par les seconds 
membres des formules (tq), (20), (nr), (22). Supposons, d’ailleurs, 
constantes la pression P ct la densite A relative a I’ctat naturel de la 
lame solide. La densite p, inflnimcnt peu differente de A, pourra elle- 
meme etre regardee comme constante, ct les formules (177) devien- 
dront 


Fi COST — Ai sinTH- (Fj cost — Aa sinT)r-i- (F3 cost— A3 siuT)— h-. . . 


I rf.f 


0 - 

COSTH r-SlIlT-)- 

as 


fclki clFi . \ 1 / dx \ ,xr 

( -^eosT-t- smx jr-t-.. -J -f- -t-. . .) — <>, 


Bi COST — Fi sinT -h (BjCOST — Fj smT)r-i- (Ba cost — Fa sinT) — 


-I- 


r«!Fo 


fdW 

rfBi . \ 1 

/ d% \ 


^smT 4 - 

-^COST "h 

-3-sinTjr-K...J 



-h . . * j H- p (If 0 "-f-" y j il'' 0» 

Done, puisque ces formules doivent subsister, quel quo soitr, on aura 

^ YV A • dAkQ ^^0 * "V 

Fi COST — Ai smr cost smr 4- p Xo = o, 


(182) 


* . dki . <iFt . 

I COST A2 smr 4- --34 . cost smr 

^ ds ds 


dk(i 

ds 


COST 


<iFo . \dx ^ 
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j Bi cos- — Fi SillT H- COST + -—SillT -i- P Y,,: 

In r . dFi dlii . 

■ as ds 

) . \dz 


-Uais les formules (180), qui devront etrc verifiees seulomcnt pour 
/■ = — A et pour r = /i, donneront 


■>84) / 


(A(i + P) sinr Fq cost h — ~ sinr — Fa cost) -t-. . . —• o, 
AiSiriT — Fa COST+ ^(Ascosr — Fj sIut) -i-. . . = o, 

F„smT — (Bo-hP) C0ST+ ^(Fj siut — Ba cost) - h . ..- r : o , 


Ft siriT Bi COST -h -^(Fj sinr — BjCOSt) 


"I”- . . » -r:: t>. 


Les equations (i 83 ), (184) sont relatives a I etat d’equilibrc clc la laim» 

courb^ Si cede lame ^ait en mouvement, il faudruit remplacer, dans 
4 OS memos equations, les quantites 

('S'") X„, x„ Xa, Yo, Y„ Ya, ... 

par les differences 

(Xo-^, Xt-^, 


(’•-i?’ .... 

n r que, dans les formules precddcnlos, A„ f, 

.lespres'siZrL"'’ ^ aigttriques 

' onlre des niaas a‘ ““ “ovenne 

- ri«nutd7r'“ 5.. 

P acemeuts de oe point mesurds a partir de sa position 
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primitive parallMemcnt aux memes axes. Quant aux quantites (i85) 
qui rcpresentent ce quo cleviennent, pour o, les fonctions 

dr' dr^‘’ dr’ dr^-’ 

dans le cas oil Ton considerc comme variables independantos I’arc s de 
la ligne moyenne et la distance r mcsuree a partir de cette ligne, on 
pourra facilement les determiner en faisant abstraction du changement 
de forme de la ligne moyenne qui n’aura sur les valeurs de ces memes 
quantites qu’unc influence insensible. 

II reste a montrer cc que deviennent les formules (182), (i83), 
(184), dans le cas ou la quantite h est ti’fes petite. Or, si Ton neglige 
dans une premiere approximation tons les termes qui out pour fae- 
teur h-, on tirera des formules (184) 

(187) (Ao+P)sinT — FoCOST-=ro, 

(188) Aisinr — FiCost^o, 

puis, des formules (182), (i83), 

/ O \ ^^A Q ^^F(J . Ctiif n 

cosr-h -^sinr -h p Yo=^ o. 

Si maintenant on elimine entre les formules (187), (189) les pres- 
sions Ao, Fd, Bo, on en deduira une equation de condition ‘entre les 
forces acceleratrices Xo, Yo- Pour elfectuer I’^Iimination, transportons 
d’abord dans les formules (189) les valeurs de Ao et de Bo tirees des 
formules (187). On trouvera ainsi 

. . ciFo „ ^ dr „ . dF„ _ . dr „ 

(190) — FoCOtr^-f-pXo smT = o, — + Fo tangv^ H- p Yo cost = 0; 

puis, en faisant, pour abreger. 



48 


Fo SillT ~~ (Bo 4- P) COST rrr: 0, 

Fi sinr •— Bj cost o, 
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on tirera des fomules (190) 

I Fo=: p<.(Xo sinr — Y« cost) siiir cosr, 

(iq 2 ) i 

+p(XoSin®rH-YoCos’T)r=:o, 


et, par suite, 
fi 93 ) 


</[t.(Xo sinr — Y„ cost)! , ^ . 

— eosT -h Yo SUIT — , o. 


Done, une lame naturellement courbe, et d’uno epaisseur (lonstaiUc 
mais tres petite, ne peut rester en equilibrc apres un (‘liaiig('fU(‘ii( (i(‘ 
forme presque insensible, a moins que Ics forces accel(!ratri(u>s appli- 
quees aux divers points de cette lame nc soient telloa que Viujuih 
(ion (193) se trouye a tres peu pres veritiee. Si ron donn.^ « prmn 
ees forces acceleratrices, I’equation (iqS) determinera Tatif^le cou- 
sidere comme fonction de^, etrepresentera la courbe a laquelle la lame 
se rMuira dans le cas d’equilibre, lorsquc son epaisseur deviendra 
infiniment petite. Cette conclusion est independante de la nature de la 
lame et de son elasticite plus ou moins parfaite. E 1 I(‘. suhsisRi meine 
pour une lame entierement depourvue d’elasticite, et la courbe dent 
nous venons de parler est precisement celle qu’on obtieat, eii suivant 
es principes connus, quand on recherche Ics conditions d’tuiuilibre 
d un fil parfaitement flexible renferme dans un plan ot sollicite par 
une force acceleratrice qui varic d’un point a un autre. Dans le ttas 
particulier oii la force acceleratrice devient constante ot constammerK 
p»llele . ell^meme, la courbe dent il e’agit cat ce que I'ou nomme 

uweae I I on suppose, par exempic, la force cp rtduile a la gra- 
vite §■ et parallele a I’axe des 7, on aura 


^ — 0 , 


Pt 1 equation (193) donnera 




Ogi) 


cost) = sinretf = dy, 


P-is on e„ couclura, e„ integrant et designant par b u 


me constante 
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arbitraire, 

On aura par suite 


y = 6 -H t cosT = b -4- COST $• 

«T 


_ sinrcfr^ 
y — b ~ "^osT ’ 


puis, en integrant de nouveau et designant par c une deuxieine con- 
stante, 




y-b: 


COST 


Enfin de Tequation (igS), combinee avec la suivante 


on tirera 


ot, par cons^uent, 


COS^T — 


d'Si} 

ds^ 





c 




\/(y— 6)"'— c"’ 


<.,e) 

a designant I’abscisse correspondante a I’ordonnec h + c. Coimnc 
I’equation (196) peut etre remplacee par cellc-ci 






on en conclut immediatement, en passant dos logaritbmes . aux 
nombres, 

(.97) = 

Telle est effectivement Tequation de la chainette en coordonnees rec- 
tangulaires. 

11 est bon d’observer : 1“ que la quantite d6sign6e par t,, et deter*^ 
minee par la formule (191), est precis^ment Ic rayon de courbure de 
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la courbe (jg 3 ); 2“ que les binomes 

(198) ' Xo COST - 4 - Yfl siiiT, Yo COST — Xo sinr 

representent les projections algebriques de la force acceleratrice appli- 
quee au point (x, y) sur la tangente a cette courbe prolongee dans le 
meme sens que Tare s et sur la normale r. Done, si Ton designe par 80 
etc'Ho ces memos projections algebriques, I’equation (igS) pourra etre 
reduite a 


Passons maintenant a une approximation nouvelle, en supposant 
que la quantite A, quoique fort petite, devienne tres superieure aux 
valeurs numeriques des d6placements tj. Alors, par des calculs sem- 
blables a ceux quo nous avons effectues dans le premier paragraphe, 
on deduira desformules(i82), (i 83 .), (184), non plus I’equation d’une 
courbe dont la lame elastique, soumise a la force acceleratrice f, devra 
s’ecarter tres peu, soit dans I’etat naturel, soit dans I’etat d’equilibre, 
mais les valeurs approchees des deplacements tres petits des mole- 
cules, ainsi que le changement de forme de la lame; et les resultats 
auxquels on parviendra seront differents suivant qu’il s’agira d’une 
lame elastique ou depourvue d’elasticite. On peut d’ailleurs simplifier 
notablement les calculs dont il s’agit, a I’aide des considerations sui- 
vantes : 

Soient 

p,, Pa les pressions ou tensions supportees, au point (a;,j) de la lame 
solide, par deux plans perpendiculaires I’un a I’arc s de la ligne 
moyenne, I’autre a la normale r, du cote oil Ton compte positive- 
ment la longueur s ou r;‘ 

X, # les projections algebriques de la pression ou tension p, sur la 
tangente k Fare ^ et sur la normale r; 

iK) les projections algebriques de la pression ou tension sur les 
memes droites; " 
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3 , A les projections algebrjqucs siir cos droitcs de la force accelera- 
trice o; 

a,, p, les angles formes par la tangcntc a I’arc s prolongee dii cote oii 
cet arc se compto positivcment avcc les dcmi-axcs des ety posi- 
tives ; 

Ko, Pa les angles formes par la normale r pi'olongec du cote on r se 
compte positivcment avec les memes demi-axes ; 

X,* P'o 1^2 Igs angles formes avec ces demi-axes par les dii‘ections 

des forces 

On aura evidemment 

( 200 ) coBO£i=cos^ cos( 3 , = sinT, 

( 201 ) cosa^rr— - sinr, COSPjrr cost. 


De plus, comme les angles formes paries forces acceleratrices tp, d’lim' 
part, avec les demi-axes des .x et y positives, d’autre part, avec la tan- 
gente a la ligne moyenne et la normale r, auront respectivement pour 
(josinus : 1° les deux rapports 


■2° les rapports 

on trouvera encore 

I s 
9 

A . 
9 ' 


X Y. 
9 ’ 9' 


S A 

— 5 — , 

<p (f, 


X Y 

— cosaH- — cosSj: 

X Y 

— cosajH- — 00362 = 

9 9 ■ 


Xcosf -H Y sinr 

j 

9 

Y COST — X sinr 
9 


Par suite, les projections alg^briques s et ,a. de la force acc^leratrice tp 
sur la tangente k la Jigne moyenne et sur la normale r seront d^itermi- 
nees par les formules 

= X COST -t-Y sinr,’ it = Y cost— X sinr. 

Si, dans les m^mes formules, on remplace X, Y par les projections 
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algebriques de la pression p,, ou p.,, sur les axes des e( _r, (in devra 
remplacer en meme temps s et ,91 par «JU ct cf ou par -f et aiii. On (rouv('ra 
de eette maniere 


(204) (cos}.iCOSr+cos(iiSinr), cF =/2i (cos pi cost — (uisa, sin r), 

(200) ^ =/)s(COS},2COST+COS/JL2SinT), lit’— /)2(C0SP2<‘(>ST - COSL sillTI. 

Entin Ton aura, en vortu des equations ( 3 ), 

, { PiCos)-! =Acosa, + F COS( 3 ir=;AcOST-f- E siiiT, 

(sob) , ’ 

I pi cosfj.i== F cosajH- B cos( 3 i=: F cost -t- R siuT, 

( /jjCosAj =Acosa2+F cosS2= F cost — AsiuT. 

(207) 1 „ 

( />2C0SP2= F cosa2+ B cosfSj — B cost — F sitiT; 

# 

et Ton firera de ces dernieres, combinces avoe. les tuinations ('2o'i), 

(20j). 

/ eA = A cos^T -H B sin®T + 2F sin t cost, 

•208) j afer^A sin“T-+-Bcos®T — aFsiiiTCosT, 

( d" = F(cos^t — sin*T) — (A — B)sifiTOOST, 
ou, ce qui revient au meme. 


a A + B A — B 

^ I — cos 2 T-i-FsinaT, 


(209) 


alt) : 


A + B A — B 


C 0 S 2 T— FsinsT, 


=Fcos 2 t — A ~ - si 


sm 2T, 


SI maintcnanton Iransporte dans les formulos (2o3)'los val,.ura .1,. X. 
\ tirees des formules (177), on trouvera 




C 0 'S 2 r— ~ 3 ^ sn* 


- B) I B ) 


2 dr 


Sin2T + 


idx 

ds 


2 ^ 2 2 T -f- sin » T 




- _ 1 d(A-B) ~ C 0 S 2 T- L 

» dr 2 C 0 S 2 T- ^sinar^ 2 ds 

dr hpAr:=(l, 


I — /• 


ds 



D’UNE LAME SOLIDE. 


343 


puis on en conclura, en ayant egard aux formulcs (191) et (209), 


^ dx 

di ds ds 

dr 


4- prS iz: O, 


I — r 


(2ri) 


ds 


ds 


*>a 


I — r 


dz 

ds 


-I- p cR — 0 , 


Oil, ce qui reyient an meme, 

[ dX di I d(rKi) 

1 ds dr -vr dr 

dri d\\\> if, d{r\\].)l 


(212) 


p 1_ S.-r:0, 


4- p ( I jciR. rz o. 


(dcs dernieres formulcs peuvent etrc substituees avcc avantage aiix 
equations (177). Ajoutons que des formules (1:80) ot (207) on iirora, 
pour 7’ = ± A, 

(213) /72 cos ^2 = P sinr, — Pcosr, 

ot quo celles-ci, etant combinees avec les equations (aoS), donncront^ 
comme on devait s’y attcndro, 

(214) ■ ll!)— P, 


Cloncevons a present que, dans les equations (212) ct(2i4), on de- 
veloppc les quaiitites 

A, 'll!), S, 


suivant les puissances ascendantes de la variable r; et soient, en con- 
sequence. 


(2i5) 



(216) ^ ^ 0 Ijfj /■ -f- 5^2 — -1-^3 J -1- . . . , If!) ~ 1143 - 4 - 7 ' ’llb2 ^ - 1 - , . 


2»3 


( 2 I ) S rSg 4“ /* 4~ ^2 4-' . , . , 


'zzi oRq '4— cRj r 4^ 2 


• » > 
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'^0' -^o> So> eAi>i, if,, Ti!),, §f, Si,, . ■ . d(,‘sigu;ui( (l(‘s fbncjions (it* la 
variable qui representeront les valours do 


' 1 -^y r . l ', ll *), rS , cR , 


— ^ 

dr ^ dr^ ()r ^ dr' dr' 


correspondantes a r= o. On tircra dcs Ibrimib's (21 2), ({ui d()i\(‘Ht 
subsister quel que suit r. 


^ 218 ) 


» 9 ) 


drAnff ^ 2 ^ 

ds ■+■'^' 1 — ”''-*'oH-p5o=0, 


dAr,^ 
j ds 

dAts) 


4 - Js - ^ S, + p /s, _ i 


+ 3 ^ 3 — p |^ 8,— '2 ,Si 


dS„ 


+ ll !>, + - (, 1 ,^ _ 11 !,^) 


0 = <>, 






d$^ j 

■* ''’’2 + - (JLs - 3iI!,2 


) -+- p(<‘i 


.• a . 




O, 


- 0, 





( 220 ) 


2 


“2 * ' ' 


= 0, 

#1 - 4 - i 3 ~ 
6 

=-p, 

’ll!., - 4 - 1 )!,,^“ 


tlaos CGS divGr«;pQ 

'« ^AZZo)Slti!ZTr" 

( 221 ) ' '■ 4 

D !,„ 3 =_ p . 


,rr 0 • 
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et, par suite, on tirerait des foi-mules (218) et (219) 

(^^2) cls 

( 223 ) 4-p.a„ = o; 

puis, en eliminant „i,(| cntre ccs doux dernieres, on rotrouvorait la for- 
mule (199). Si, au contraire, on conserve, dans les equations (218), 
(219), (220), les termes proportionnels au carrc dc A, mais, en conti- 
nuant de negliger les puissances dc h supericures a la seconde, les 
equations (220) donneront 


( 224 ) ll!,„ = _ P _ K!,,, : 


/i“ 


etl’on tirera des equations (218), (219) 

(T/'sA.o 0 


(^ 25 ) 


( 226) 


I ^ T ^ 

^ “ 6 


4- p rSo -h ( ~ ^2 — ~ ) = O, 


dthii ^ f I , \ ^ 




■ P ) -)- p.£ilo Y ^ 5 '*'^3- 


^A. 


ds ; - 

I H- p - 1 4- li >,3 _ i ^ o, 

d'f 

H~ ~ ( Ai 2 — 3 lltj) -I- 'll!) j 4- p ^oRj — - JtA = 0 . 


Enfin, si Ton substitue dans les deux, premieres des Equations (224), 
ainsi que dans la premiere des formules (225) oil (226), les valeurs 
approchees de #3, ifea, -ifog, fournies par la troisifemc et la quatrifenae 
des formules (225), oupar la troisifeme et la quatrifeme des formules 
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( 226), savoir 


Vi’s— “ '^1 P ~ '‘3-O^S 

-5 ciJio 5 ^ £3 ?cAs j 


ll^Jg — e*^, 


ds t ds 

d^ oiUj 3 


-rSi ~ rSo^, 


on ffonTera 

{22S) 


ds^ 


/i2 


^1 — p 


■^‘^2+ — 4"^o' 

i.' t- 


7^; 




ft 


I llho = - p + P _ i j J ^ 


(■ 22 g) 


-i g 7 - . r« ’''•V 4 ■> \'i 

3^ + p ['^0 -+■ J — - 3i -f- r%J r::' o, 


1.30) 


/i" 




A2 


3 +p| -;^(ca 


a, H- " 


/;5 


r'^") 1 

'7zr“ J 


'» Pn^sion „„ 

A, d,spara,t en meme temps, et Ton obtienf la formal,. 

J I dr^,^ 


^ ds 


'’"’1 


■+ * +3»»-* 5 


ds J 

U est bon (J’observer que, la difference 


«?(Sa-4rSo) 




(aSa) 


So- 
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devant etre sensiblement nullc dans le cas d’equilibre, lo produit 


1 


P 




c/(x,cIIq) 

ds 


compris dans la formule (aSi), ne sera pas necessairement tres con- 
siderable, comme on pourrait le croire au premier aboi’d, et'que, cn 
consequence, la fonction oJio(, determinee par cettc formule, conscrvcra 
generalement une valeur finie, comparable a la pression ou tension di..„ 
que determine I’equation (eeS). De plus, comme la variable r comprise 
dans les formules (aiS), (216) est une quantite du memo ordre qucA, 
tandis que Ics valeurs de rf,, fournies par les equations (22^), sent 
proportionnelles au carre de A, on conclura des formulos (210), (216) 
et(228) : 1° en negligeant dans le developpemerit de x les puissances 
de A superieures a la premiere, 

^ 2i 33 ) (Jlo IZZ eJl-OQ --f— clWj /', 


2“ en negligeant dans les developpements de et de ift, les puissances 
de A superieures a la seconde. 



Ainsi, apres avoir determine les fonctions Jt>„, A., a I’aide des equa- 
tions (223) et(23i),il suffira de recouriraux formulos (233) ct(a 34) 
pour obtenir les valeurs approchees des pressions X, iib relatives a 
I’etat d’equilibre. 

11 est facile d’exprimer les quantites ci-dessus designees par 
^2, en fonction des quantites Xo, X,,X2, Y„, Yj. En offct, 

si, dans les formules (217), on substitue les valeurs de s, ,£a donnees 
par les equations (2o3), ou plutot par les suivantes 


S =: XoCOST -i-¥osinT-i- (Xjposr-f- y, sinT)r-i- (XiCost -+- Yj sinr) — h. 

2 

Y„ COST — X(,sinT -i- (Yi cost — X|SinT)r-t- (Yj cost — X2sinT) — +. 

2 
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on en concliira, en egalant entre eux les cocfficionfs dcs puissances 

E 1 _ 1 


: -^36 




Xu COST • 1 ■ sin 
<‘/l j T-: Yg (*osT ■ ■■ \u sin 


scriibiables de r, 

I =: Xo cosT-f- Yb siiiT, zn Xi COST -}- Yb 

' A„ = Y„ cosT-Xosinr, A, = Y, cost — Xj siar, 

Ohservons encore que, clans les diverscs formules anxqiudles nuns 
sommes parvenus, on peut, sans erreur scnsiJ)le, allriluier a I’iueli- 

naison c et an rayon de courbure t de la lame en ecfuilibre les val(‘ur.s 
que presentaient ces memes quantites dans retal. nalurcd de la lame. 

De cette maniere v et t deviendront dos fonclions e.onnues cd. delermi- 
nees de la variable s. 

Lorsque, dans I’etat naturel de la lame proposee, la ligm^ m()vemie 
coincide avec I’axe des x, on a sensiblement 


~ — o, - = 0 , s — x, 


:A, .frrrE, rS X, 


A 


Done alors to formules (nan) et(a3o), (^aS), (a3:i) el (u34) se rf- 
devait s’y attendre, aux formules (/li). (IK;). (-J,, , 

d.,!"rrM' I.lus 

ana elal d eqml.brc, mais dans I etat do mouvement : il fau.lra r uu- 
placer les quantites i«unua ri in- 

Xo, Xi, Xj,; Y„, Yi, Y’a 


par les differences 
X 


V _£!l? 


X.. 


d(^ ’ 

Done, si 1 on fait, pour abreger, 
|cost + If) sinr = y, 






<ft^ 


VlCOST-^SmT=a, 


si d’alUenrs „„ re^ ™: , ,a norma, e n. 


(238) 


7 — yo-4- r + ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
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les developpements des fonctions y et S suivant les puissances ascen- 
daiUes de /’, on devra remplacer Ics quantites 

(2^9) ^1) S3, 


que detcrminent les fomules (aSG), par les expressions 


(240) 

et les quantites 
(a4i) 

par les expressions 
(242) 




'^2- 


d-yi 


dV2 


dt^ ’ 


dto, ^3 


d^do 


dto S > (lA, 


dt- ' 


Ot- 


Par suite, en negligeant d’abord les termes proportionnels au carre de 
A, on tirera des formules (222) ct (228) 


(243) 


ds 


~f“ p rSo = p 


d-yo 
d(^ ’ 


(244) 


I 


(oAflo "4“ P ) p ^0 “ — 


P 


d^o 
df^ ' 


Si, au contrairc, on conserve les termes proportionnels au carre de A, 
on tirera de la formule (28 1) 


ds J r 

V ds 




Os 


ds 

I 3 , 


ds 






ds 


I dt^ 


ds ds ^ ds^ 


ds 


ds^ 


# 


dt^ 


ifv 

/t“ ds 
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Observons, de plus, que, si Ton reduit le polynomc 




(246) 


I 2 ddi I ^ y ‘ t 

« 

au seul termc 


dMyi- - yo 


ds 


ds"- 


3 r 


1 fv _ 

ds J’ 


qui sera en general tres grand par rapport aux autres, I’equation (245) 
deviendra 



) I dc^* 

_ t „ 1 L 

ds 

t ds 

3 

— /J 2 P 



-+-P 

" 2 l 


df^ 


■ H — 

t els 


I dt 

ds 


dl $. 


ds 


ds^ 


Quant aux termes qui renfermeront s,, et Si.,, on ne devra pas les 
negliger vis-a-vis du terme 




En eflPet, pour que les deplacenients des molecules restent tres petits, 
comme on le suppose, pendant toute la duree du mouvement, il est 
necessaire que la lame courbe s’ecarte tres peu d’une position d’equi- 
libre, et que, en consequence, I’expression (282) soit une quantite 
tres petite du meme ordre que 

Si, apres avoir multiplie par ^ les deux membres de I’^ua- 

tion (246), on supprimait les termes proportionnels au carre de k, 
on obtiendrait la formule 


(247) 


fy d(t3|)) ~j 

^ L^° d s djzSi, 


dt^ 
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que Ton pourrait meme reduire a 


(248) 




' d(.a„)-i 

dt^- ~ * 


en negligeant avec A" la quantite du meme ordre So — La for- 

mule (247) ou (248), que Ton peut deduire immediatement dcs equa- 
tions (243), (244). en elitninant Jto entre ces equations, cst analogue 
a la seconde des formules (34), et ne subsiste, comme elle, que pour 
des valeurs peu considerables de t. En integrant deux fois de suite la 
formule (248), on trouvcrait 


(249) 


yo~ 


ds 


— i(5) -h fF(i), 


§{s) et F(s) designant deux fonctions arbitraires propres a representer 
les valeurs initiales des expressions 

d(tao) dy^ 
ds ’ ds ds^ 

Aux equations (223), (23i), (243) ct (246) qui subsistent, dans 
I’etat d’equilibre ou de mouvement d’une lame naturellement courbe, 
pour tons les points do la ligne moyenne, on peut joindre d’autres for- 
mules qui sent relatives aux extremites de cettc ligne, ct que nous 
allons faire connaitre.' Concevons, pour fixer les idecs, que, dans I’etat 
naturel do la lame elastique, on designe para la longueur de la ligne 
moyenne, en sorte que les extremites de cettc ligne correspondent a 
s = o et a ^ = a. Supposons, d’ailleurs, la lame terminee dans le sens 
de la longueur par deux plans perpendiculaires a la ligne moyenne. Si 
les deux extremites de cette lame deviennent fixes, ou plutot, si, les 
extremites de la ligne moyenne etant fixes, les points renfermes dans 
les plans qui terminent la lame sont assujettis de manibre a ne point 
sortir de ces memes plans, on aura, pour ^ = 0 et pour s = a, non sou- 
lement 

(25o) yo = o» 

(aSi) So = o, 
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mais encore y = o, quel que soitr, ct par consequent 
(• 352 ) yi = 0 - 

Si, au confraire, les deux extremites do la lame ctant lihres, cliaciin 
lies plans qui la terminent est soumis a uno pression exterieure et nor- 
niale, designee par on aura pour ^ = o, ct pour .v -- a, (luidli' qui' 
soit la valeur de r, 

1253 ) oil,z =— ^ = o; 

et en combinant ces derniferes formules avec Ics equations (a'l'i), 
{'234), on en conclura, dans le cas d’equilibre, 

(204) XqIt: — 9 , 

(255) oAoi = o, 



Ajoutonsque, pour passer de I’etat d’eqiiilibrc a Tetat do moiiv(‘jaoi)(, 
il suffira de remplacer So, S( par les differences So — “7^’ 
dans la formule (206) qui deviendra ainsi 


P--/I 


(207) 


d$ 


+ p(^ 


• ds 


dHy, 


• 7 o 


dt‘- 


Enfin, si la lame solide offre une extremite fixe, par exemple, cello qui 
correspond a ^ = 0, 1 ’autre extremite etant libre, Ics conditions (a.'io), 
(201), (202) devront etre verifiees pour uno valour nulle do s, et les 
conditions (204), ( 255 ) et (256) ou (267) pour s — a. . 

Lorsque I on combine la condition (254) avec Tequation ( 223 ), on 
en conclut 

("58) _ inP. 

pt 

t-ette derni^re formule montre que, dans le cas d’6quilibre d’une lame 
naturellement courbe, la force acceleratrice normale ,^0 doit se reduire 
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''*'nsil3lement a 


^ p 

^ pour uno extremite libre. Done la difference 

p-u ^ 






$ — P 

pt 


etre, pour une extremite libre, tie I’ordre ties termes omis dans 
nation (223), e’est-a-dire que cette difference doit etre de Tordre 
A-. Si Ton avait egard aux termes dc cet ordre, alors, an lien de la 
*'«»rinule (258), on obtiendrait celle que fournit relimination do A..„ 
*•* litre les equations (aSo) et (2.54), savoir 


0 






d( cS 


iRw) — — tR| — f- ‘A 

0 


ds 




^-.jp 

pt 


Hand on vciit tirer parti des conditions relatives aux limites pour de- 
tc'rinincr les constantes arbitraires introduites pour I’integration ties 
Inrmules (223), (23i), il convient de substiluer a la condition (2.54) 
ia formule (260). 

On pourrait imagincr diverses hypotheses en vertu desquelles les 
‘•onclitions relatives aux extremites de la lame seraient representees, 
non plus par les formules (25o), (25i), (2.52) ou (2.55), (2.5G), (2G0), 
mais par des formules nouvelles. Ainsi, par exemple, si les extremites 
la li gne moyenne; en devenant fixes, prenaient des positions dis- 
li ncites de cedes qu’elles occupaient dans I’etat nature!, les valeurs de 
§0* correspondantes a ees extremites, sc reduiraient, non pas a 
/.oro, mais a des quantiles constantes. On pourrait supposer encore 
que les extremites de la ligne moyenne sont assujetties a rester sur 
«|t»s courbes donndes, ou que les plans qui terminent la lame sup- 
portent des pressionsou tensions dirigees d’une maniere quelconquo 
i*t, donnees en chaque point, etc. Dans ces differents cas, la recherche 
formules qui devront 6tre substituees a cedes que nous avons obte- 
II tics se deduira sans peine des prineipes que nous avons exposes. 

D ans les diverses equations ci-dessus etablies, les quantiles S, 
ilcsignent les valeurs de y, 8 correspondantes a r = o, e’est-a-dire les 
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d’un point dc Ja ligne moyeniio iix'siurs pcrjx'iKliciilai- 
nniient ft parallelement a la iiormale Ces quanfifos ft Ics dfplafc- 

iiiffits ■/;„ du meme point, mesures parallMfiiK'nt aiix axes, soiit lids 
|■^S(■mide par les forniules 


I 


if, cosr •/)„ sinr = j/„, cosz- — 4',, s 


yiiMI ,i,x quantiles .j.., reitrosm.letlt li's itrnj,., -lions 

algc-bnquos. so,- la tangenle a I’arc » do la ligne -i a,,,- la 

Iianaale r. lies jiressions ou tensions excrcees an |,oii'i( (x, y) .-oiili-,- 
■les Ilians perpendicnlaires a cel arc ct i, ocllc normal,-, li, -mar,,, tons 
cnTOi-e quo, s, Ion designe par /la largeur ,lo la laim- p,-„p„s,'.,,, la so,-- 

P-'*'- Pl''" pcrpondicniairc i, I'arr snnn,,,- 

-■n nnc pression ou lension dent les projoclion.s „lg,-.|,ri,, ”, 

.■ genie a la ligne moyenne el sur la normalo r sernnl r.-pr.'.s.-nliVs i, 
fi' s j)eu pres par les produits 


■i6‘> 'i 


/ ^4 ^ 

j dr=,,X,M, 

.1-1';:°':™':™,:"“”" -r 

- H pom mesure la valeur niimeriqno da rapport 


263 1 


ph 

^ I dr 
^ C (Jlfl dr 


~ T XI 




{ '-^ 64 ) 




P s, moment de cette pression ou tension par 
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rapport a I’axe mene perpendiculairemont an plan dos ,r, r |)ar roxtrr- 
mite do I’arc s, 

Concevons a present quo la lame proposeo devienne elastique, qu(‘ 
son elasticite soit la mtniie dans tons les sens. Alors les qinuitites A, F, 
B seront determinees par les formules (53) et (54), dans lesquelles 
y sont regardees comme variables independantes. Or on tirera de (U's 
formules combinees avec les equations (55) et ( 209 ) - 


.a. 

K ^ 


i / dc _ dri 

dy 


(^^65) 


Wh 

K 


Q -4- I 
2 \dx 


(>r\ 


ri' 

K 


dl 


dr] 

Wdy'^Tr 


r / dg ^ ih^ 

dy 

K d 'i __ ^ 
djo dy 


VOS 2: 


(S. 

VA/‘ 


dr\ 


sin 


cosrir -h 


cos‘>.r -h 


dl (h 
dy 

\ dy d.r 


s 1 ii 2 7 


s I n 


D’ailleurs, en rempla^ant les variables independantes w oty par s ol /•, 
a Faide dos formules semblables aux 6(f nations ( 175 ), ( 170)1 on trou- 
vera 


d^ d^ , / dt, 

™ C0S2r~h -T-^ sin 2 r m cosi 
dx dy \dy 




I ^ / d^ dt . 

-sinr) SUIT “h ( ™ cost 4 - sinr ) cos: 


dc 


-"-COST 

d£ . ds 

sinr-f- , 

dr r 


dt . 
-~sin2^ 


d| fd| dP . \ fdl dl . \ . 

^COS 2 t=.- COST - ^ suit) COST+ COST + ^ SLOT ) SH. ' 
■.g ^-siOT 

di df . ■ 

COST -+- , 

dr r 

t 


doc 


dr] 

dy 


dr] d^ . 

— COST r- -^sinrH- 

/9r /ir* 


at 

— COST 4~ 

ds 


dri 


sinr 



V 
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Done Ii‘s formules (263) clonneront 





dB . 

^ SUIT 
r)v 


(h 


cos I 


(hi . \ 

■ Y ” sitir 
()s 


0-1 



dl , 
sinr - ~ 

rii' 


()t, 

cos 

as 




(hi 

()S 

r 


sin 




oil, ce qui revient au meme, 


'266) 


^ (H . 

jj_^cosT-g^smr+0 , 




f)t 




da . 


j. - .^^cosT--smT)-h 


COST + - - SUIT 
OS ()s 


/ d'O ()£ . 

-T- 57- 7 

\ ■ I 

t 


K 


tnfin, SI Ton combine ces dernieres avec ins formules (237), 
coneliira 

hJId dd ds Z 

k = + ^ T’ 


on ert 


(267) 


^ 3 

K-®57+ 


y' 

K 2(5;+ 
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On trouvera par suite 


dy d 


K ds t 

£ 0—1 fdd. 


o^'la 7 — -r ill) “|— 

(o-~~ 



^ 

ili>i 

1 

K 

[ ^^0 , yo \ 

5^1 

hs^T^y^)' 





2 ds 


JUa — ^*'^0 -i” ( 0 — 7i ) K 






, ,,o) . *.= ■ AH- (9 - ■)k r:|! - i + 1 ('^ - ^ 


C.ilii2 — : -Q 1)1)2 ■ 


^ ^ /^yj _ , ii /^yn ,_ . 

ds t t \ cis t J t- I ds i / ^ 


l)uis, on faisant pour abreger 

(»7.) = 


“» -A y» 


" ' ^ ^ ds ^ ~ ’ ds 

on tirera : i° des equations (22 1) et (269) 


<^^0 , 7 o 
ds t 


t _ I dl 

ds 6 ds ’ 


f, §r- 


_ W (iyn , ^0 P 


e\ds t ' K 


I /, p 

g (l + g 


■^^yi _ £1 1 /'£l« _ ^sV] - i _ ^ti I . 

<r/.y t t V t. / 5^w/.v 0t 


j,. i‘V 

9 x. K. r 


3” des equations (221) et (270) 

’4) ''••=('’-|)K(t-^)-| = (»-j) 


X.r:rZ0--)K 


r£zi _ 
L 


^ 1 fdy„ a„ 

t. t I t 


d^J 0 4- 1 .w I 
H 77— 1-47;"* 

yt Ot 


(i-e^Ka,-— (^6 -l^K — + £-— (Xo+P), 


^ I (I , /n i\ir/^y‘2 20 + i.\ t . t\Kr/^I 2 0'4-:r . 

(,) A,._ 5*,h- p ~ 5 )K(^ - -^ 3.1 = 5 *,+ (S^ 5) ^ j- H- 



338 


5 '-th*:-? ; 


SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVRMENT 
^in aura done, en vertu cle la formiile (62), 

’ \ — p I -g- ? 


2-Q 




^ 02 ^ H- ^ , 

r“ 

11 est mainfenant facile de former les equations (fui (Iet(u-niiiieiit les 
valeurs des deplacements - , o„ dans I’etat d’dquilibre ou de moiive- 
inenf d une lame elastique naturellemcnt courbo; et d’abord, si eefte 

lame est en equilibre, on tirera do I’equation (223) <-ombine(’ aver la 
lormulo (277) 

e~i p 


' :l8o i 


■ 


0 p 


De plus, la valeur de ci,, deduite des equations (223) <>t (278), sera 

I 25)f I a dj Q ( 


0 l _2 - 2 


2 dffi, I 


ds 


ds 


^ i.s, j 

ds — — — ^ 


ds 


igard a la formula ( 85 ), 


«^V* 


J 


(383) 


@2 


^ ~ 4 - ^ I rf’* J 

V ds ds^ ^ ^ 2 ?- 




dialemeal les valeurs chereWe (= 7 ’) fournira immr- 

?ue 1 on cleterminora sans peine 
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si la courbe a ses deux extremites fixes, ou une extremite fixe ct I’autre 
libre. Dans le premier cas, les inconnues devront satisftiire poxir 
i- = o et pour s = a aux conditions (aSo), (aSi), ainsi qua la con- 
dition (202) que Ton pourra reduire a 

(284) = o 


Dans le second cas, les conditions que nous venous d’indiquci' devront 
etre verifiees sculement pour I’extremite fixe, ct remplaceos, pour 
Textremite libre, par les formulcs (2,55), (2,56), (260), dont les deux 
premieres, etant combinees avee la formulc (281), donneront 

(385) 02 

( -^6 ) - i . ^ . 

as- ' t ® e ds 

D’autre part, comme on tircra do I’equation (279), reunie a la S('conde 
des equations (227) et a I’oquation (280), 


(2S7) 


o/tl9 • 


a 


dU 

ds'^ 


' -f* — tRo j -j — qAoi 




ds* 


A,- 


!*•]’ 


hi formale (260), combinee avec les fomules (255) et (281), donneni 


(288) 




ds'^ 


■ (Rg 


■A, 



ds 



- P \ 

P-. J 


I 

2 01, 



ds* J 


0H-I c/L<Ro 
e ds* 


Si les deux extremites de lame blastique devenaient libres, les con- 
ditions (285), (286), (288) devraient etre remplies pour^ = o etpour 
.y = a. Mais on ne pourrait en deduire que les valeurs de trois des 
quatre constantes arbitraires introduites dans le ealeul par I’integra- 
tion do I’equation (283). La quatrieme constante et celles que Iburni- 
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rait i’integration des ^uations (271) restcraient indctoniiiiud's, i-i' 
qii'il etait facile de prevoir. 

fl importe d’observer qu’a I’equation differenlielle (283), ([ui (‘s( du 
quatrieme ordre et determine la fonction J, on pourrait suhstitinn' line 
equation differenticlle du sixieme ordre qui delerminerait iiuiuediate- 
ment i’inconnue yo- En effet, si, dans la formulo (280), on l■(*met [lour 
1 sa valeur, on en tirera 


i'aSg) 


dyn do I 


0—1 P 


d7 “ 7 iP I -- 0 1 


puis, en eliminant entre I’equation (289) et la soeond(' des equa- 
tions (271), on trouvera 


(290) 




ds- ds ds 




L 


0 


- ! P di 
0 fj ds\ 


Or, SI Ton substitue le second membre de la formulo (290 ) an lieu de J 
dans 1 equation (282), on obtiendra evidemmeiit une equation difle- 
rentielle du sixieme ordre entre les variables 7,, et v. On pourra d(‘ 
memo introduire I’inconnue y^ a la place de la fonction I dans les con- 
ditions (285), (286), (288), qui se rapportent a une extremite lihn. 
e la lame elastique. Enfin il est clair que les conditions (2,5o), ( 25 i ). 
(2.4), relatives a une extremite fixe, pourront etrc, en vertu de la for- 
mule (289), reduites aux trois suivantes : 


(291) 70 = 0, 


ds 


I 


-I P 

e p 


: O, 


-i_ -L 

dis* iP </.s 


(>. 


extJmir^^’ ^ ^®ux extremit 6 s fixes, ou une do ses 

terZZZ Z directement la de- 

de I’equation diff arbitraires mtroduites par I’integration 
equation differentielle du sixibme ordre en y 

' la formula (283), non pas I’inconnue y„ mais la 
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tonction 

( ) 


d^i 


1-Cn effet, on obticnl clc cctte maniere, au lieu clc lafornuilc ('i(S3), I’e- 
quation differcntiellc 


(■igS) 


02 


d.s-^ 


du 

ds ds 



qui est du second ordre sculemcnl. 

11 est aise do rcconnaitre quelle est la quantite qui, dans les (aileuls 
precedents, sc trouve representee par J. En elfot, I’inclinaison 'z de la 
lignc moyenne au point (x, y) verillo, dans I’etat d’equilibre de la lanu' 
solide, I’equation (171). D’aillcurs, H,,, y],, designant les deplac(MU('n(s 
j)aralleles auxaxes du point dont il s’agit, les diflerences x — y — v),, 
represcntent precisement les coordonneos initiales du uieme poinl. 
Eela pose, si Ton nommc t — t I’incdinaison primitive de la ligiu' 
moyonne en cc point, on aura evidemmcnt 

, /s , / X dy — df]„ 

(■Vi) 

on a tees pcu pres 


langr — 


cos^.'T du \ 


d-fio 

dy 



d-Oo ' Y 

sinTrf.9 ’ cosvds r 


puis on en conclura, en ayant egard auxformules (261) et (271)’ 


(«g5) T = COST — sinTt^|o= "j" ■+* — = I- 

uS X, 

Ainsi J represente, au signe prbs, la variation qu’eprouve Tangle t, 
tandis que la lame courbe passe de T6tat naturel a T^tat d’equilihrc'. 
Ajoutons que, la courbure do la ligne moyenne etant repr6sent6c, dans 
Tetat d’equiMbre, par 

I dz 

t ds ’ 


OEuvres de C. — S. 11, 1. Vtll. 


46 



sun L’^QUILIBRE ET LE MOUVEMENT 


362 


la difference 


« 


ck d-j dx dJ 

ds ds ds ds 


exprimera la courbure de la meme ligne dans I’etat nature!. Dotn^ la 
quantile 


( -390) 


di 

ds 


representera, an signe pres, la variation qu’eprouvcra la courbure de 
la ligne moyenne, en raison des deplaeements des molecules situees 
sur cede ligne. 

Observons encore que, si, dans I’expression (264), on substitue la 
valeur de^i.) tiree de la formule (281), le resultat de eolte substitution, 
savoir 


(297) 



sr-idi 


ds 


3 


^ -f- 1 




representera, au signe pres, ce qu’on pout appcler le moment d’e'dasti- 
cite de la lame courbe, e’est-a-dire, le moment do la pression ou t(m- 
sion exercee contre un plan perpendlculairo a la ligne moyenne par 
rapport a un axe trace dans ce plan de maniere a reneontrer cette ligiu'. 
Dans le cas particulier oh la force acceleratricc normale Ao s’evanouit, 
1 expression (297), prise en signe contraire, so reduit a 


o ds 

Done alorsle moment d’elasticite est proportionnel, non sculcment a 
la largeur et au cube de I’epaisseur de la lame, mais encore a 
c est-a-dire, au changement de courbure de la ligne moyenne. Ce re- 
sultat s’accorde avec riiypothese admise par Euler dans les Novi Com- 
fmntani ot les Acta Academm petropolitanm pour les ann^es 1764 

''^1779- 

Concevons maintenant que la lame elastique vienne a se mouvoir. 
ors, en negligeant les termes proportionnels au carre de A, et obser- 
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vant que I’expression ( 232 ) est cle I’ordrc do on tircra cles equa- 
tions ( 243 ), ( 244 ). combinees avec la forrnulc ( 277 ), 


(299) 


(3oo) 


()s (Is ’ 




0 ~i 

0 



puis on conclura do collcs-ci, on ayant ogard a la prcmioi’c dos Tor- 
rnules (271), 


(3oi) 


■!? J (Is^ 


ou, CG qui roTient au memo. 



JP\ <M 
p J ()f^' 


<>s 



J ( dyo Oo\ 
H}\ds ^ ) 


dHM W' 0-r P\ [ds 

ds^ o 'p^)^"~"' ()?■ 


En joignant a I’equation ( 3 oi) ou (3o2) I’equalion (248) on (adq), 
oil poiirra determiner cellos cles vibrations do la lame elastiipie courbi' 
(fui seront independantes do Fcpaisscur do 4 lame. Si roti vent, au 
contraire, determiner les vibrations qui dependent decette epaissenr, 
il faudra joindre ala formule ( 3 oo) requation (243) ou (24G). Do 
})Ius, commo lavaleur de relative au raouvementdo la lameelaslique 
sera evidemment fournie, non plus p*ar la formule (281), mais par la 
suivanto 


(3o3) 



0 H- 1 

— p 




I’cquation (246) deviendra 


d''.r 


ds ds'^ 


Z ds^ J 





d{x.dt,) 

ds 


0 4-1 d®do I d3o\ 

-r~ IF- dF ; ~jr; 


ct pourra etre reduite a 

( 


(3o4) 




/iV 

3 V ds" 


cU ^ 
ds ds^ 


i ^ 

t ds^ 




dt* 
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L.iPsqiiP. (Ians les formules ( 3 oo) et ( 3 o 4 ), on subslitno les valeurs 
I etJ firees des formules ( 271 ), on obtient deux equations aux dif- 
iV-i-enecs partielles, I’une du premier ordrc, I’autrc du eiiujuienu'. sa- 

voir, 

/dVn Oo\ ^ 6 — iP 

\ ds W P 


Ir 




d^ 

d(v.d„) 

~7av (”, 


ds* ‘ c/s 

C/S'^ 

^ L ds- 



Si Ton substituait directement dans I’equation ( 243 ) ia xaleiir de d,, 
fturnie par I’equation ( 3 o 3 ), alors, en ayant ogard aux fonuules (272), 
( 2-3 ), on trouverait 


3 '3 Us' ‘ 


A ^ 

€/s ds^ 


I 


d 


25 


i ^ 

t ds^ 
ds^- 


d°- 


7 o- 




(vo 4 )] 

U.S J 


di‘ 

A. £\ 3 ^ 

ds ds J I ' a ds 


df^ 


I / cA ()-<)» r f)ti„ , 

0 \ q.v“ ^ (is d.'d I t}x ' 


Pourrevenir de cette derniere a I’equation ( 3 o 4 )! il sullira de negli- 
ger, dans le second membre, le terme qui renfernn^ le f'actcur 4 “. Or, 
'•'est ce que Ton pourra faire sans erreur sensible, la quantitf' k etanf 
supposee tres petite. Jfais il no sera pas permis de negliger de nienu', 
ilans le premier membre de I’equation (307), le lerrne propoi'tionmd 
an earre de A, attendu que dans ce terme le facteur tres petit A® est 
niuitipiie par un facteur tres grand Ainsi so trouve legitimec la 
reduction de la formule (245) a la formule (246), et dc Tequation (307) 
a I’equation ( 3 o 4 ) ou ( 3 o 6 ). 

Les equations ( 3 o 5 ) et ( 3 o 6 ) subsistent pour tous les points de la 
ligne nioyimno entre les deux inconnues consider6es cotnme 

lonctions de s et de t. Si d’ailleufs la lame elastique a ses deux extre- 
mites fixes, les^memes inconnues devront satisfaire pour ^ = o et pour 
s~a aux conditions (200), (aSx) et (284). Si, au contraire, les deux 
extremites sont fibres, on aura pour chacune d’elles, en vertu des for- 
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mules (2.54), ( 255 ), (257), combinees avec les formules (272), (277 ) 

ct(278). 




I /P 


p VS 




£22 


^ - i±l P - 

ds 0 pv ^ 


(3o8) ( 


,/d\] dl\ 






^ ds‘^ 0 -0 ds j 

Oil, CQ qui rovicnt au memo, 

I /P 






‘ "^0 


On 


Qq . 7 o 


-p\o 

d 


■<p , 


ds^ 


,02 


' ()ya _ ^ 
ds i 


£22 

()2 


, 7 o’ 


6> + i P — f ^ 
Q 1. p t cis 


4 - 1 p — a’ 


ds 


ds 

ddo 2yo 

^ ^ 
Ot'^ 


px. 




0 + [ P — ‘L ^ 
p I rls 


Eiitin, si Tune ties cxtremites, par exemple cello qui coincide avec 
Toiugine de I’arc ,v, etait fixe, ct I’aiitre extremitc libre, les conditions 
( 230 ), (2.51), (284) devraient etro remplies pour line valeur nulled 
de s, et les conditions (Sop) pour s = a. 

Lorsque les forces acceleratrices a., 3 et la pression P s’evanouissent, 
les equations (280) ct (298), relatives a I’etat d’equilibre de la lame 
coiirbe deviennent respectivement 


( 3 1 <3 ) 


(3i i) 


1 


= 0, 



ds 



z 


D’aillcurs, si Ton integre I’^quation (Sii), apres avoir multiplie son 
premier membre par •xx. d^, on trouvera 

c designant une constante arbitraire, ou, ce qui revient au meme, 

y^ds ^ 


(3 i 3) 


*41 ii 1. IJU li i: f I I ^ I ^li \ I 

[HltH, t'll inf»‘ .■■; 

-■■■■■■' 7 

<‘l, jiar >tiift\ 


Aliit «i»' iiiiiiifr«‘r ;■■■■■, 

ViHIS l|lll* !rl lallP* «‘tnirl»r nflrr . n|;;U'r?% t I h 

litrris III! JIf** f|«^ ■<'-'> -}.<”r 4 \ i irirs, 

u|HTS iit**ir *!i’‘ji!at**'' la him '‘-Ilv' «|i{|t ■■' ,■ * ;;i 

.V ' 11 * 11 * 11111 '* ijn li'r'% pj'lllr Iv f'iii Tli 4 l'^ I'Jal?'- 

ijlli liMlililitMli l#l liltii** riia'^llair*' ;/|s 

Stirlir* Iv^ illiMMIIHIf*^ i •'■, 

I '.rm I* I ‘..? H u I, '■•^^ 'i I ’S't* jilMir I •-;% la >: ■< ' I i' 
aulri*.^ il** 1*1 liiriii** 

ilU'h} 

i\ J (tr;4;'ll.i?ll l|fll% .• * ^ ' ^Umi !■<"■* lyr-n. 

j,H*tilf*H* III* |ililH, riiiiiiiif !r rai'^iii % 4^' I 4 ilmi» 

fViiil iiiiluri*! Hfrii iiiii* T- .•• '/t ■ .' 4 li 11, 

1*11 ri*jiri*i%rill,llll ji^ir v' lliir ri .' .>•;! 


{:iiiii 


Jd 


■ , ' , 
r i' I ‘i,,! I ' 

'}! ' 


Jtuifi, «•»» I*(rri 1 ii;»iii ilriii u!!.’,-; .,!'i.: r- ,*urr *'■»•»»»■'?«. rn ■■ t *i'»»«l’ 

knir« ijtii* iii jfHH'lHMi 

i4.4. 4^ 


rl«it: XM Mklilin* ! !*• k iei'r<» jiMur # .■>,, g * 1 , »-i, i*ii fyinm 

{M>Uf ;ilir('‘f 4 rt 

<UI frtMJV»Tit !? 


( 317 ) i 
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ou, ce qui revient au meme, 

* -t- 3' — cos^ 


(3,8) § + 


t)] 


^ I — COS - ) 1 ■+- S" ( sin - — - sin - ]• 

h a % I 


Si maintenanton elimine cntre I’equation (3iB) et I’equation (3io) 
presentee sous la forme 


(3i9) 

on en conclura 


Ih 7 ~ ’ 


^ + J. 

ds- 




I 

at 




. i/ h\] s I . a 

sm I — cos - 3 '^ ~ cos sin - 

z, t \ t J \z Z Ct Z J 


puis, cn cfTectuant I’integration a I’aide de la metliode exposee dans 
second Volume [p. 3i (')], et observant quo doivcnt s’dva- 

nouir pour v= o, on trouvera 


0 


r 


C ev(s-z) j -L a' 

1 . Z I / 

- Sin 

^ a\ 

1 — cos - 

1 H- ©" (- cos - - 

J . a\ 
- -sin- 

jet- 

J, («- 

z z x\ 

\ ^ A 

J 

a z J 





ou, ce qui revient au memo, 


+ 


“'■=X'E 

■ et, par consequent, 


. z t / a 

sia T~ cos- 

z a \ z 


z t . a\ j . s — z j 

cos sm ~ f sin dz 

v a %J ) X 


(329.) 


Oft ’zz. — [ I — COS ~ ) -f- ©^‘c. 
a \ X 


1 , s s s 

-Sin cos- 

2 V z z z 


X a ^ , 

- I— COS- I— cos 
a\ , t/ V ^ 


0 ] 


”-h ' 


1 ^ ^ X , a [ s 

~ "Sm^ -sm- I — cos- 

2 z X a z \ z 


(^elapose, Tequation (3i8) donnera 


3) 




j I s . s 1 f . s\ 7 a 

I — cos sm i — t sm - t— cos 

X 2 t t a \ t/V t 


r cylf ^ 

“i— X 


1 / . S S S 

- sm cos - 

2 \ t t: X 


if , ^ , 

- ^ — t sm - sm 

a \ t 


>»?]• 


(1) OEupres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 47- 
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I’aide d’une section faitc perpendiculairement k cette ligne, on la 
transforme en une portion de spirale dont les cxtremites sent tri^svoi- 
sines, et que, apres avoir rendu ces cxtremites fixes, on laisse I’equi- 
libre s’etablir. Si, dans la derniiire do ces equations, on pose ^ = o, 
s = TTt., oil ^ = a-irt, on trouvora 


(33o) 


dJ i 

ds 


Par consequent, dans riiypothese admise, la difference entre la cour- 
bure de la spirale et la courburc primitive de la ligne moyenne de I’an- 
neaii sera la memo aux deux cxtremites de la spirale quo dans le point 
situe a egale distance do cos cxtremites. Cette difference est d’aillenrs 
independantc de la quantite j, e’est-a-diredu deplacement relatif d’une 
extremite par rapport a I’autrc mosure dans le sens du rayon -c- 

Si la lame elastique se reduisait a un demi-anneau, on tirerait des 
formiilcs (324), on y snppo.sant a = ut. 


et, par suite, les formulos (322), (323), (325) donneraient 



Si le rayon x- devenait infiniment grand, ou, en d’autres termes, si la 
lame elastique etait droite, les formules ( 3 io), (dip), (Saa), etc. 
(loviendraicnt inexactes. En effet, I’^quation ( 280 ) n’entraine I’equa- 
tion (3xo) que dans le cas oil le rayon t. conserve une valeur finie. Dans 
le cas contraire, I’equation ( 280 ) se r^duit a,Ro=o» ou, ce qui revient 
au raeme, a la seconde des formules (33), et devient identique pour 
uno valeur nulle de la force accel^ratrice. Alors aussi, en faisant coin- 
cider dans I’etat naturel la ligne moyenne avec I’axe des x, on trouve 

ORuvrex de C. — S. U, t. VUI. 4? 
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z — o, s — x, ?o = To> ■^o = '^o. et ii faut remplacer les equations (iito). 
(Si i) par les formules 

(334 i - - 

(335) 


dx^ 
dx^ ' 


auxquelles se reduisent, quand X et Y s’evanouisscnt, les (kfua- 
tions ( 97 ), ( 98 ) du § I. Or, en integrant les formules (33'4) (‘t (33'.)) 
de maniere que Ton ait : i" pour a; = o, 


(336) 

— 

: 0 , 

'/}o = 0, 

11 

0 

2 ° pour a- = a, 





(337) 



■^0 = /, 

0 

11 

on en tirera 





(338) 


y . 
^0- 

_ . X 






(339) 



. Sax ' — 

2 X^ 


L equation (SSq), qui represente, dans I’etat d’equilil)re, la ligne 
moyenne d’unc lame elastique naturellement droite, est culle d’uiu' 
parabolecubique. Ce resultat etait facile a prevoir d’aprfts la forme de 
{’equation (335). 

Si Ion suppose en meme temps que les quantites .ft, g, (>, (p s’eva- 
nouissent, et que la lame courbe se meuve, les equations (aoo), ( 3 oo), 

(3oi) et (3o4) donneront 


(34o) 

(340 


ds~^’ 


Sin 






ds^ 


" dt^ ’ 

>)= 




( 343 ) 


dt. d=J 

3 “ 


z -- — . I 

os^ ds ds^ t ds^ 


r dsy 575 



D'UNK LAMK 

I)aus lo memo cas, los lonnul.m (.'ioS), <i..i <lovronl olro voriluTS iu..n> 
uu,« oxire.nito lihn^ (1.^ la la.no (Mas(i(iuo. .loviondroni rospootivomanl 


1 


U) 

i a,',ro 

*•*'''■.) 0 . dvi"" 

II im[)(>r(('. d’ohsorve^r vorlu ( 1 (^ roquulioii (d.| < ai><lilion( 1 1 ) 

pent oti’O r(Hni)lu(;eo. [)ar la suivaalo : 


()i 

dK 

(fij 0 4-1 dl'x 
h- J 




3/, 7) 




.r, O, 


I.a valour do 1 tireo do la lormulo (.'liO, savoir 


( 348 ) 


* 

Si* ■■()<* 


(•s{ ovUlemmont tres petite par rapport a 1’ expression 


<'3 Id) 


(P.T rh ()\f , I d*J ^ ___ 


»1 d(t5py 


lorstjue, pendant la dureo du mouvemeiit, les quantites 


~oF 


„r dtteofi 

r^zrO- 

(jf*" 


rostmit ,.,„mparal)Lcs entre elles. Supposom qu’il m soil amsi, ce qui 
ftxige quo la valeur initialo de 


dy,) ^ 


ds 


tleracore trfes petite, quand on la compare 
rricnts Yo. So- On pourra, dans la combinaison es eu 
<^349)> r^duire la premiere ti 


35o) 


1 = 0 
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ou, ce qui revient au meme, a 


aa I ) 


ds 


fc 


Par suite, la seconde des formules (271) donnera 

,,, , r dvo , I 

|3») + 

puis on tirera de I’equation (349), combinee avec. les formules (83) 
ct (35i), 




I ^ 

t ds^ 


dMyo 


> 

ds ds 


d.v 


Dans la meme hypothese, la condition (346) deviendra 


(35i) 


^~-L 

ds^ 


dd|) 

ds 


£70 

t 




ct 1 on pourra meme, sans erreur sensible, la nkluire simplemenl a 

( 355 ) 


ds- 


: 0 . 


Si, dans la formule (353), on substitue la valour do J donnec par 
1 equation (352), on obtiendra entre I’inconnue ot les variables in- 
dependantes s, i une equation aux diflerences partiellos lineaire et du 
Mxieme ordre. Si, de plus, la ligne moyenne de la lame elastique prise 
dans 1 etat naturel se reduit a un arc de cercle, le rayon de. courbure %• 

sera constant, et I’equation lineaire dont il s’agit se presentera sous la 
forme 

2 


(sye) 


05 


ds^ 


^ + i V " 


ds’^ 


ds^ ) 


ds^ 


dt^ 


Pour montrer une application des formules que nous venons d’4ta- 
bhr, consMerons u„e lame elastique eirculaire dont les exWmites 
sotent hbres, et la yitesse iuitiale nolle e„ cheque, point, Supposons, 
en outre, que les forces acceleratrices s’^vauouissent, et que, la lame 
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etant un peu ecartee d’une position d’equilibrc, on veuille determinor 
les vibrations independantes de I’epaisseur de cette lame. On devra in- 
tegrer I’equation (342) de maniere que la condition (344) soit veriluie 
pour ^ = o et pour s = a. Si d’ailleurs on designe par f(^) et f(^) les 
valeurs initiales de et de 


sera la valeur initiale de I, et les formules (76), (77) du Memoire sur 
1‘ application du calcul des residus aux questions de Physique mathema- 
(') donneront 


(357) 



cos 1— sin 

a-c 






le signe s’etendant a toutes les valeurs cntieres positives ou nega- 
tives de n. On tirera ensuite des formules (34o) et (34i) 


(358) yo= f(5) -h £2= j J 
et 

( 359 ) — jT jf 
ou, ce qui revient au meme, 


et 


a 




r £2(n^7T^t®-4- . htcs . /nraf 

L J « « L 


dy. 




II est facile de trouver la relation qui doit exister entre les fonctions 
f(v) et f(^) pour que la valeur de I se reduise a un seul terme, et se 
presente sous la forme 

( 362 ) I = ® cos , 

Cl at * a 

i-^) OEuores de Cauchy, 
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II designant une valeur parficuliere de n, et s une quantitc conslanl, . 
En effef, pour obtenir cette relation, il suffit de poser / = o dans 
I’eqiiation (362), qui donne alors 


e. 


363 ) 


of/ \ ^ \ ^ • “ 7 ^'^ 

fv) f{s)~ — Sin 

•c ^ ' a a 


Ajoutons que, si dans les formules (357), (36o), (36i) on subslitni' 
ia valeur de 

dree de I’equation (363), savoir 

C . IITTU 

— sm — , 
a a 

ces formules coincideront, la premiere avec Tequalion (3()2), e( les 
deux dernieres avec les deux suivantes : 


1364) + 

It TT -f- £ 35 ^ 




(365) 3o=f(s) 


av 




‘^^1 n7r,v 

— cos , 

J 

_ Fr — z-Ac 1 nnx 

^ -Jcos-^^^- 


Let, equations (364), (36o) expriment un mouvement rotfulier de la 

a,»e ekstique circulairo, dans leqnel les memes vibrations so ropro- 

utsent per,od.,uement. la duree d’une vibration «anl la valenr le z 
donnee par la formule 


(366) 


i2(n27TS,,2^_ai!)2^ 


av 


: 2 7r, 


re N des vibrations executdes pendant I'unitd dc temps, ou. oe 
.a. revient an mbme, la valeur de ) dbduite de la formnle (306), Or 
lire e cette formule, en 6crivant;z au lieu de n, 
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puis, en posant 

(368) 

on en conclut 

( 369 ) 




H- 


53 ^ 

7 t^ 


Dans I’equation ( 368 ), sr represente Tangle an centre qui correspond 
a I arc de cercle avec lequel coincide la ligne moyenne de la lame elas- 
tiqu,e. Si Ton veut deduire do cettc meme equation les nombres de 
vibrations relatifs aux sons les plus graves que puissent fonrnir des 
rnouvements reguliers du genre de ceux dont il est ici question, il 
faudra prendre successivemont n = o,n =1,71 — 1, . . . , et Ton trou- 
vera, en consequence. 


(370) N= — 
2a 




2a 





Si la lame devenait droite, on aurait nT = o, et la premiere des equa- 
tions (370), reduite a 

£2 


N=,. 


20 ! 


(^oi■nciderait, comme on devait s’y attendre, avec Tequation (laS). 

Si la ligne moyenne de la lame est un arc de 45 degres, on aura 
^ = j) et les formules (370) donneront 


2« 4 ’ 2a 4 ’ 


— IL 

2a 4 ’ 


.)n trouvera, de meme : 1° en supposant Tare a de 90 degres, ou 

7 t 

379.) N = — V?, N=: — N^ — 

^(^2 2a 2 2 a 2 ^ 

° en supposant Tare a equivalent k la demi-circonf6rence, ou w = tc, 

£2 


373 ) 


AT ^ 

N =: t/2, 

2 a'' ’ 


N=:— Vs, 

2 a 


2 a^ 
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3" eii supposant I’arc a equivalent aux trois quarts de la circonference, 
Stt 

OU 55 = 5 


(374) 


N: 


£2 \/73 


la 


N: 


^ 5 

2a 2’ 


N: 


42 3 v^o 
2a 2 


4" enfin, en supposant Fare a equivalent a la circonference entiere, 
(3,5) N=iiv/5, N = .... 

11 suit de la formule (369) que, Tangle 55 restant le intoe, chacun 
des sons rendus par une lame elastique circulaire, dans le genre de 
mouvement que nous considerons, varie en raison inverse de la lon- 
gueur de la lame. Si, au contraire, la longueur a demeure constante, 
le nombre N sera d’autant plus grand, et le son d’autant plus aigu. que 
Tangle ns aura une valeur plus considerable. De plus, Tinspection des 
formulas (371), (372), (374), (375) conduira immediatement 

aux propositions que je vais enoncer. 

Si Ton courbe plus ou,moins une lame elastique, de maniere que la 
ligne moyenne prenne succcssivement la forme d’un demi-quart de 
cercle, d’un quart de cercle, d’un demi-cercle, de trois quarts de cercle, 
ou d’un cercle entier : 

1“ Le son le plus grave rendu par le cercle entier sera semblable au 
deuxieme son du demi-cercle, et plus eleve d’une octave que le premier 
son du quart de cercle ; 

2® Le deuxieme son du cercle entier sera plus eleve d’une octave 
que le premier son du demi-cercle; 

3® Le troisieme son du cercle entier sera plus eleve d’une octave 
que le premier son de Tare equivalent aux trois quarts de la circonfe- 
rence ; 

4° Le deuxieme son du quart de cercle sera plus eleve d’une octave 
que le premier son du demi-quart de cercle, 

Etc.... 

En general, parmi les sons que rendrale cercle entier, ceuxqui cor- 
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respondent a des nombres pairs seront plus eleves d’unc octavo quo 
les divers sons rendus par le demi-cercle, ceux qui correspondi’ont a 
ties nombres multiples de 3 seront plus eleves d’une octavo qii(* les 
sons rendus par I’arc equivalent aux trois quarts de la circonference, 
enfin ceux qui correspondront a des nombres multiples de 4 seront 
plus eleves de deux octaves quo les divers sons rendus par le quart du 
cercle. 

Remarquons encore que les deplacements et determines par 
les equations (364) et (365), deviendront independants du temps i, le 
premier pour les valeurs de s propres a verifier la formule 

„ llTTi 

(376) COS— =0, 

le second pour les valeurs de s qui verifieront la formule 

, T , . nns 

(,377) Sin =0. 

Or, en remplaqant dans ces formules u par n, ct supposant ,? = a 011 C^a, 
on tirera de la premiere 

(878) 5=—, 5 = 3 — , •••, V = (2rt — 3 )“, .<:= z (2/ l — t) — I 
' ' ' 2/1 2/1 ^ ' 2n ^ '2/1 

Bt de la seconde 

N . a , .a a 

370) s = o, s=—> s=2—, s = ln — 2)— j s=:z(n-^i)~i s — a. 

' n n '' ' fi ^ ' n 

)onc les vibrations correspondantes au son de la lame elastique 
irculaire sont telles que des points situes sur la ligne moyenne, d(^ 
laniere a diviser cette ligne en n parties egales, n’6prouvent aucun 
epiacement dans le sens du rayon et que les points situes aux 
lilieux de ces memes parties n’eprouvent aucun d6placement dans le 
3 ns de la longueur de la lame. 

On pourrait encore integrer facilement I’^quation (356) k I’aide des 
rmules que j’ai donn^es dans le Memoire sur I’applicalion du calcul 
OEuvresde C. — S,.n,t.ym. 48 
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des residus, etc., ct I’on determincrait ainsi, comme je I’expliquerai 
dans un autre Article, cedes des vibrations do la lame elastique circu- 
laire qni dependent de I’epaisseur de la lame. J’ajouterai que les resiil- 
tats numeriques ci-dessus exposes se trouvent parfaitement conformes 
a des experiences qu’un tres habile pbysicien, M. Savart, a bien voulu 
entreprendre sur ma demande, et que j’aurai plus tard occasion de 
rapporter. Enhn j’observerai quo les methodes dont je viens de biire 
usage pour trouver les equations d’equilibre dune lame elastique on 
non elastique, droitc ou coiirbe, d’epaisseur constante ou variable, 
s’appliquent avec le memo succes a la theorie de I’equilibre ou du mou- 
vement des surlaces ou des verges, naturellemcnt planes ou naturelle- 
ment courbes. C’est ce que ron verra dans la suite de cet Ouvrao-e. 



ADDITION A L’ARTICLE PRECEDENT. 



Dans les diTers paragraphes de I’Article que Ton vient cle lire, quand 
il a ete question d’appliquer a I’equilibre ou au mouvement des lames 
elastiques les formules relatives a I’equilibre ou au mouvement d’une 
lame solide quelconque, naturellement plane ounaturellementcourbe, 
d’une epaisseur constantc ou d’une epaisseur variable, nous avonstou- 
jours suppose les press! ons A, F, B expriinees en fonction des deplace- 
ments Y] a I’aide des equations ( 53 ) et ( 54 ). Si Ton remplaqait les 
equations ( 53 ) par la premiere, la seconde et la sixieme des equa- 
tions ( 52 ) de la page 271, ou memo, pour plus de generalite, par les 
suivantes 


(38o) 



-h Kj + n, 



df dx 


dr 


H- K-j -I- n. 


en d’autres termes, si Ton supposait 


i) A = K 


1 ^ + ^ 
da: df 


H- n, F : 


- k (^ + P- 

\dy 0^^ 




-hh. 


11 designant une quantite constante, plusieurs formules de rArticle 
precedent devraient subir des modifications que nous allons indiquer 
on peu de mots. 

Observons d’abord que, en substituantlesvaleursde A, F, B fournies 
par les equations ( 38 o) d.ansles formules (i), (2) et (4) ou dans celles 
qui s’en deduisent immediatement, par exemple dans les formules (i 6), 
(70), (i 34 ), (i 35 ), (180), on obtiendra precisement les resultats aux- 
quels on parviendrait si, dans ces memes formules, on substituait 
directement les valeurs de A, F, B fournies par les equations ( 53 ) 
et (54). apres avoir ajoute a chacune des pressions P, f la quantite II 
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supposeo constante, c’est-a-dire independante de cc et y. 11 est aise 
d’en conclure quo, parmi les fomules de I’Article precedent, celles 
qiii nc renferment aucunc des quantites A, x, B, A^, B^, Tib,, 

continueront de subsister sans aucune modification, si dies no ren- 
ferment pas non plus les pressions P, f, et que, dans le cas contraire, 
il suffira, pour modifier conyenablement ces formulos, d’y remplacer 
P, ® par P -t- n, f -i- n. 



SUR L’EQUILIBRE 


ET LE 

MOUVEMENT D’UNE PLAQUE SOLIDE. 


§ I. — Considerations generates, 

Considerons une plaque solide qiii, dans I’etat naturcl, sc trouve 
comprise entre deux surfaces courbes tres voisines Tune de I’autre. 
Supposons d’ailleurs qu’apres un cliangement de forme de cetteplaqin^ 
on applique aux molecules qui la constituent dcs forces acceleratrices 
donnees ct aux surfaces qui la terminentdes pressions exterieures nor- 
males a ces surfaces. Enfm rapportons tousles points de I’espace a trois 
axes rectangulaires dcs x, y, z, et soient, dans I’etat d’equilibre ou de 
mouvement de la plaque, 

m une molecule quelconque; 

X, y, z les coordonnees de cette molecule; 
p la densite de la plaque au point (x, y, z ) ; 

la force acceleratrice appliquee a la molecule m; 
p' , p'\ p'" les pressions ou tensions exercees au point (a;, y, s) centre 
des plans perpendiculaires a I’axc des x, a I’axe dcs y et a I’axe* 
des 

A, F, E les projections algebriques de la pression ou tension /?' sur les 
axes coordonnes; 

F, B, D les projections algebriques de la pression ou tension p" sur les 
axes coordonnes; 

E, D, C les projections algebriques de la pression ou tension p‘” sur les 
axes coordonnes. 
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On trouvora, s il y a equilibrc (twrla p. ig6), 




dF 


dE 

■4- pX m 0 , 


4- 

dy 

-h 

dz 

dF 


m 


dD 


dw 

H- 

dj 


d7 

-i-pY == 0 , 

dE 


dD 


dC 


do) 

■+* 

dy 

H- 

dz 

H~ pZ ~ 0. 


Si, au contraire, la plaque se meut, alors, en designant par la force 
accileratrice capable de produire le mouvement elFectif do la mole- 
cule m, ot parx, g-, s,Ies projections algebriques de cette force sur les 
axes coordonnes, on trouvera (voir la p. 202 ) 


(2) 


dA ^E 

dF dB dl) 

d.z; ^ ^ - ST) = o, 

dE <)D ()C 

dje ^ '^P(^ — =0, 


Dans I’un ot I’autre cas, si Ton nomme 


a, p, Y les angles compris entre les demi-axes des coordonnees posi- 
tives et un autre demi-axe 00' mene arbitrairement par le point 

/-> la pression ou tension exercee au point (oj, y, contre le plan per- 

pendiculairc a ce demi-axe et du cote quile regarde; 

A, p., V les angles formes par la direction de la force avec les demi- 

axes des coordonnees positives, 


on aura (uo?> la page igy) 

I p cosl = A cosa -h F" cosjS -t- E cosy,' 
jj) cosfx = F cos« -I- B cos(3 -t- D cosy, 
l/>cosv=Ecosa-hDcos(3-HC cosy. 


( 3 ) 
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Enfin, si Ton suppose le point {x, y, :;) situe sur rune dcs surfaces 
courbes qui terminent la plaque, et si Ton fait coincider le denii- 
axe 00' avec la norraalo a celtc surface, les valeurs precedentos de 
/jcosX, /jcosp, pcosv devront se confondre, au signe pres, avec les 
projections algebriqucs cle la pression exterieure appliquee a cette sur- 
face dans une direction normalc. Done, si Ton designo alors parP la 
pression exterieure correspondantc au point {x,y,z), on aura encore 

i A cos a -t- F cos p -e E cos y = — • P cos a, 

( /, ) ' F cosa -h B cosp -I- D cosy = — Pcosp, 

I E cos« D cos p -t- C cosy — — P cosy. 

On ne doit pas oublicr quo cos de.rnibrcs formules subsistentseulenu'nt 
pour les points situes sur les surfaces ci-dessiis mentionnoes. 

II reste a faire voir comment des equations (i), ( 2 ) et(4) on pout 
deduire cedes qui determinent a un instant quelconque, dans I’ctat 
d’equilibre ou de mouvemeut, la forme dc la plaque, et en partieulier 
les divers ebangements dc forme de la surface courbe qui divisait pri-. 
mitivement I’epaisseur de la plaque en deux parties egales. Toutefois, 
comme la determination de cette surface, que nous a|»pellerons surface 
moyenne, s’effectue de diverses maniercs, et entraine des calculs plus 
ou moins etendus, suivant que Ton considere une plaque elastique ou 
non elastique, d’une epaisseur constante ou d’unc epaisseur variable, 
nous renverrons le developpeinent de ces oalculs aux paragraphes sui- 
vants. 


XI. — Equation d’equilibre ou de mouvement d' une plaque naturellemenl 
plane et dUine epaisseur constante. 

Concevons que, dans I’etat naturel de la plaque, les deux surfaces 
‘oui'bes qui la terminent se reduisent b deux plans parallbles separes 
’un de I’autre par une trbs petite distance. Designons par 21 cette dis- 
aiice ou I’epaisseur naturelle de la plaque, et prenons pour plan 
\qs X, y celui qui divisait primitivement cette epaisseur en deux par- 
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ties egales. Supposons d’ailleurs que, dans le passage de I’etat natni'el 
it i’etat d’equilibre on de mouvement, les deplacements dos molecules 
soient tres petits. La surface moyenne, apres avoir coincide dans Ibdat 
naturel avec leplan des x,y, se courbera, en vertu du ehangcm(>n( de 
forme de la plaque; mais son ordonnee restera tres petite. Repres('ntons 
par/(a’, y) cette ordonnee. Soient de plus x, y, z les coordonnees 
d’une molecule quelconque m de la plaque, et ^ la difference entre les 
ordonnees z,f(x,y) comptees sur une meme droite perpeadiculaire 
au plan des x,y, en sorte qu’on ait generalement 

(3) s = /(a;, j) -1-5. 


Soient enfin 


( 6 ) 


y — n, 


les coordonnees primitives de la molecule I seront des fonc- 

tions de x, y, z, qui serviront a mesurer les deplacemonts de cidti' 
molecule parallelement aux axes; et, si I’on considere cos deplac.e- 
mentscomme infiniment petits du premier ordre, la fonction/(.r, j) 
sera encore une quantiteinfiniment petite, ainsi que ses deriveos re'la- 

ti-ves kx eta r. II est aise d en conclure, par des raisonnoments sern- 
blables a ceux dont nous avons fait usage dans I’Articlo precedent 
(p. 292), que, si I’on veut prendre pour variables independantos ,r, y 
et s au heu de x,y etz, d suffira d’ecrire dans les formulcs (1) et (2) 
a lettre ^ a la place de la lettre Ajoutons que, dans cette hypotlies.s 
es ormules (28) de la page 2o3 continueront de fournir des valeurs 
tres approchees de eV:., g-, 5 o. Par suite, on trouvera, en supposant que la 
plaque reste en equilibre. 
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et, en supposant que la plaque se meuve, 


' dA 

dF 

dE 


d^? 

i 

-f- 3“ 

dy 

ds 

-HpX = 


1 dF 

dB 

dl) 

-f" p Y — 

d®rj 

\ doG 

dy 

ds 


I dF 

dD 

dC 


d’-c 

\ da- 

~! — r"" H~ 

dy 

ds 

p Z - 

” P di-’ ' 


Quant aux formules (4), il resulto des suppositions admises qu’olles 
donneront a tres peu pres, pour .9 = — i, ct pour s = i, 

(9) E=o, l)=:o, C=-P. 

En effet, clans retatnaturel, la plaque otaitrenfermee entre deux plans 
paralleles au plan dos x, y et representes par les equations 

( 10 ) z = i. 

Or, en vertu des deplaeements intlniment pctits des molecules, ces 
deux plans se transformcnt en des surfaces courbes dont ils diffiirent 
tres peu. Done, si Ton designe par a, p, y les angles que forme la nor- 
male a Tune de ces surfaces avec les demi-axes des x^y ct 5 positives, 
on aura sensiblement, c’(ist-a-dire en negligeant des quantites intini- 
ment petites, 

i 

(11) cosa = o, cos (3 = o, cosy — i. < 

11 est d’ailleurs evident que cesdernieres formules permettront de re- 
(luire les equations (4) aux equations (9). Knfin, comme une droite 
primitivement pcrpendiculaire au plan des x, y, et propre a raesurer 
la demi-epaisseur de la plaque dans I’etat nature!, changera tres peu 
<!e longueur et de direction en vertu des deplacements des molecules, 
il est clair quo, dans I’etat d’6quilibre ou de mouvement, ■— i, -+- i 
seront a tres peu pres les valours de s correspondantes aux deux sur- 
faces qui termineront la plaque. 

Concevons maintenant que, dans les formules (7) ct (9), on d6ve- 
Ofei-rei c. - s. n, t. vm. - 49 
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loppe ies (jiiantites 

A, B, C; I), E, F; X, Y, Z, 

eonsiderees comme fonctions do a?, j ets, suivantles puissanc-os. aHci'ii- 
dantes de la variable et soient en consequence 


f i 3 j 


^ 0 ^ ” -f“ . . . , 


B — Bq 4- Bj 5 -f- — 4- . . . , 


C — Co 4- Cic9 4- Co 4- Cg -4 . . . ; 


^ I) — Dq 4- D 1 ^ 4- 1)2 " 4- B 3 g- 4 - . . , , 


' E — Eo 4 - 4 - E 2 " -4 Eg 4 - , 


F — Fo 4- Fi 5 4 " F 2 — h . . . ; 

2 




x=.x. 


\ — 4- Yi^ 4- Yo — 4- . . . , 


^ — ^0 “4 /i .9 4~ Zo 


bupposons d’aiileurs constantes la pression P et la densite A r(datjv(^ a 
etat naturel de la plaque. La densite p, infiniment pen difforentc' 
t eApourraelle-memeetre regardee comme constante. ot Ies for- 
mula (7), qu, doivent subsister, quel que soit donneront 


/ _L dFo 


+ +E. + pX„=o, ^•+|l+E,+pX.= o, 

+ f + 0.+pV,= „. g + ..., 


^ ^ SD. 

' dr ^ y 


& 

+ C. + pZ,=o, + ^ 


^ ^ -l-Cj-(-pZi=:o, — 4 - _ 4 _ r j_ „7 

" ‘ ^ Sy ■+- ts -f- pZa-= 0, 


& 
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mais les formules (9), qui doivent Mre verifiees seulement pour 
s— — i et pour s -- i, doiiiieront 

El + Ej g -f- . . . =: 0, 

Di -i- Dj ^ 4- . . . = o, 

Cl 4- U 3 g + • • ■ = 0 . 

H cst iuiportant d’observcr quo, dans les formules precedentes, les 
quantiles 

(‘7) 

.et 
(/S) 



Fo. 

Eo, 

Eo, 

Do, 

Do, 

Eo, 

Do, 

Co 

Xo, 

Yo, 

Zo 


146) 


I Eo-hE3-+. 

! D„+ D 


2 

i- 


. — o, 


. . = o. 


Co + C.) -- 4- 


p, 


r(,'present.ent : i” les projections algebriques des pressions ou tensions 
exercees centre des plans perpondiculaires aux axes coordonnes en un 
point do la ligne inoyenne; 2° les projections algebriques de la force 
acceleratrice appliquec au meme point. 

II rcste a montrer ce que deviennent les formules (i5) et (16) dans 
le cas oil la quantite i est tres petite. Or, si Ton neglige dans une pre- 
miere approximation tous les termes qui ont pour facteur r’, comme 
on devra le faire effectivement si, la quantite i etant du meme ordre 
que les deplacements y], on attribue au temps i ifne valeur peu 
considerable, on tirera des formules (16) 

(19) E() — o, Do— 0, Co— — -P; El — o, Di'=o, Ci = o; 


puis, des formules (i5). 


(so) 

(SJ) 


da: 


dK 

dy 


•pX„ 




Zo=o. 
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L(‘s formulos (20) exi}riment les relations qui, dans le cas d’(!(juilil)i‘(', 
subsistent en chaque point de la surface moyeiine eivtre l<is pr()j(Hdioas 
algebriques de la force acceleratrice appliquee a ce point (d des |ll■(*s- 
sions exereees centre des plans perpendiculaires atix axes d(\s e( y. 
Quant a la formule (21), elle indique qu’une plaque, nalurellenienl 
plane, et dune epaisseur constante mais tres petite, ne puMit rester en 
eqiiilibre, apres un changement do forme presque insensible, a inoins 
que los forces acceleratrices ne soient dirigees a tres pou (n-es suivant 
des droites parallMes aux plans qui terminent la plaque, (d’est ce qn’il 
efait facile de pi'evoir. 

Supposons a present que la quantite i, quoique fort petite, d('vienne 
tres superieure aux valeurs numeriques des deplacements rj, |>our 
obtenir une approximation nouvelle, il suffira de e()nserv<'r dans les 
formules (i5) et (16) les termes proportionnels an carre do /, (>n eon- 
finnant de negliger les puissances de f d’un degre superieur an second. 
Or, en operant ainsi, on tirera des formules (16) 


On ™„cl„r. <I',illn„„ des formules (.5). e„ supprimnnt <len» la valour 
(te L, les termes proportionnels au carre de i, 


(■i3> 


( 24 ) 



/ 


C,=- 


[da: 


+■ 



4 . 


()*A, 

dx* 
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Par sTut(' on aura, on consorvant dans le calcul les quanfites de Tordre 
<!(' 






Co 


"a 


(■>.U) L 


>PA, rPF. /dX, , „ 

A? + ’ zFdj; + 153- + P Ifa + 15^ - 2^ 


<'( colUi d(is (ormiilos (1.'“)) qui contient Z* donnera 

/■- / f;“A 

3 V 


. , i-f'iPA, d=Ei d®B. 


P 4, d\i JYi 
A+g(Z.H-2^+2^ 


1 1 <'s< iinportanl, ([’observer quo les six quantiles 

A„, F„, B„, ku F„ B„ 

i'enr(U‘ni('?es dans les premiers membres des equations (20) et (27 ). 
sunt les s(niies qui entrent avec la variable s et la constante i dans les 
vaituirs ap|)ro(ihees de,s pressions ou tensions 

A, B, C; D, E, F, 

(juand on pousse I’approximation a I’egard de A, F, Bjusquaux 
loriiM^s ([ui sont du meme ordre que i, et, a legard de A, D, C, jus 
iju’aux termcs qui sont de I’ordre de En effet, les valeurs appro- 

ciitu*,is dont il s’agit sont respectivement 

(.>.«) A=:Ao+Ai«, F=:Fo + E.J, 

vt 


( H”" ®2 7“ — ^ 




( ) 


C = Co -t- E2 2 » 
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oil, ee qui revient an iiieme, 


^32^ 



1 /<^Ai 

2 \ 



I) 


2 \ 


(jB, 


■pY, 


(«2 — .«•-), 


Cr:r-P + ipZi(/^-^2). 


Les equations (20^ et (2^^ sont les sculos qui, clans Ic! cas (I'('n[ui- 
libre de la plaque solide, subsistent pour tous Ics points d(^ la surtacu* 
moyenne. Supposons maintenant la plaque terminee lateralomen t , dans 
son etat naturel, par des plans perpendiculairos au plan des cr, y, 011 
par une surface cylindrique dont les generatrices soient parallel's a 
I’axe des Si cette surface cylindrique cst soumise a une prcssion 
normale ® differente de P, alors, en designant par 


a, [3 et y — ~ 

les angles que forme avec les clemi-axes des ct;, j et s positives la 
normale a la surface cylindrique prolongee on deho\'s de la plaque, et 
remplarant, dans les equations (4), P par (f, cosy par zero, on trou- 
vera, pour tous les points situes sur le contour de la plaque, 

I A cos a -j- F cos |3 nr — ® cos a, 
j ^ B cos^ nr— ® cosp, 

[ E COSa - hD COS(3 m 0 ; 

puis, en comlinantles equations (33) avec Ics formules (a8) et f no) 
on en conclura \ . v .y ’ 

(34) <4.+ *)cos» + f.oos|3=„, P. cosc + (B.+ *) = 

(35) A,c05a + F,cosp = o, F, cos « + B, cos p 

et 

Eo COSa -{- Do COS (3 nr o, 


i;36) 
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on, ce qui revient au meme, 

{OK, \ (OV, _ 

(37) ^ +pY,j cosi3 = o. 

Lcs cinq conditions expriinecs par Ics formiiles (34), (35) et ( 37 ) 
(lovront ctrc remplies pour tous lcs points situes sur des portions 
iibrcs de la surface cylindriqiic qui terminent lateralement la plaque 
donneo. Quant aiix points situes sur des portions fixes de cette meme 
surface, ils dcvront satisfaire a d’autrcs conditions que nous allons 
faire connaitre. 

Soient 

I 4 = ^0 ■+■ + ^2 + • • ■ » 

I ■ ' 

( 38 ) \ V) — : vjii -+- YJi .S’ -l- 'flj — + . . . , 

f C -= So -1- Si H- S 2 ■ 

l(‘s (hVvrdoppcmcnts de rj, '( consideres comme fonctions de x, y ety 
suivant les puissances asccndantes de la variable $•, yj„, ^0 represen- 
lerotU. les deplacemcnts du point {x,y) de la surface moyenne mesures 
larullebunent aux axes eoordonn^s; ct, en negligeant dans les valours 
le 7 ], '( l(^s termes proportionnels au carre de i, on aura simpleraont 

■ K)) I = Tl ='>9o’+''fli‘^ S — SoH~Si'5- 

ela pose, adiuettons qu’une portion de la surface cylindrique, qui 
•rininait lateralement la plaque prise dans I’etat naturel, devienne 
\v, oil plutdt quo, parmi les points situes sur une portion de cette 
irface, eeiix qui apparticnnent au contour de la surface moyenne 
•vii'iiaent fixes, les autres 4tant assujettis de maniere que chacun 
fux sc trouve toujours plac6 sur une m6me g4neratrice de la surface 
iindriipie. On aura, pour lcs points situes sur la portion fixe de cette 
riiicrc surface, non seulcmcnt 


I I 






Co — 
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raais encore ^ = o et r] = o, quel que soit s. Par suite, on tirera des 
formule.s (S^) 

(4ii ?i=o, rii=o. 

Dans le cas particulier oil la plaque solicle (sst rectangulaiiM' et ter- 
miner lateralement par cles plans perpendiculaires aux axes di's .t ('t y, 
les formules (34), (35) et (3y) clonnent : i° pour les points sitiies sur 
ia surface supposee libre de I’un des plans pcrpondiculaiia^s ii I’axe 


des X, 


(42) 

Aq -j— — 0, Fq — 0 , 

(43) 

Ai = o, Fj = o, 

(44) 

S hk.\ 

5J + ^+PX, = o; 


2 “ pour les points situes sur la surface supposee libre de. run des ])lans 
perpendiculaires a I’axe des y. 


(45) 

Bo-(-® = 0, F„=:o, 

(46) 

Bjr-o, F, — 0, 

(4-) 

dF, <JB, 

a 7 + ^+pV, = o. 


Si Ton veut considerer la plaque solide, non plus dans I’etat d’rqui; 
libre, mais dans I’etat de mouvement, il faudra, dans bw ecpia- 
tions ( 2 o), ( 27 ) et dans la formule ( 37 ), remplacer b^s ([iiantites 

(4S) X„, X.; Y„, y.; Zo, Z., Z, 


par les differences 



X,- 


dfi ’ 



Y, 


di'^ ^ 



dK 

df^t 




# * 


(49) 
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( 5 o) H_pXo = p^, 

2" de r^uation (27), en reduisantle polynome 


dt- 


au seul terme Co. 

?0+ g| 

dx dy ) 

, i^fd-^A, ^ d^-F, 

3 ' ( dx-‘ dx dy 


) P j'^O + g + 

3 ° de la formule (dy) 




dx dyj] 


dt- ’ 


■) f^ + ^ + PX,)cos. + (^ + |l+p7,).osp = p(^co,« ■ 


\ ()w dy 


dt^ 


cos 


Ajoutons que, dans le cas du mouvement, les valeurs de E, D, C four- 
nies par les equations ( 3 i) et ( 32 ) deviendront 


( 53 ) 


2 V do; dy P dfi j ^ 

T / dFi . .V 


( 54 ) 






Supposons maintenant que la plaque donnee devienne elastiquii, et 
que son elasticite soit la meme dans tousles sens. Alors, en adoptant 
les principes enonces dans I’un des precedents articles (p. 2x5 et 216), 
et prenant x, j, s pour variables independantes, on^trouvera 


( 55 ) 


A=:A^ + Ku, 
dx 



B=aJ^ + Kv, 

df 





/c, K designant deux quantites constantes, et u la dilatation du volume 

OEufres de C. — S. 11 , t. Vni. 
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donnee par I’equation 

_di df) dK 

Par suite, si Ton fait pour plus de commodite 
(5-) /^ + K = 5K, 


e 

t si 

Ton prend pour variables 

independanles iv, 

y, s au li(ui d(! x,. 

y 

5 

on aura 





(58) - 

■ A 
K 

“ doc ^ df 

■^d^’ 

B 

K~ 

d| , (} dn d? 

£ = il _L. 

K d./' df d.v ’ 


B 

^ /dr] 


E 

0 — I / d? d| \ 

F -™- 1 / d'^ (hi \ 


t K ' 

2 \ 

dfl’ 

K “ 

2 /’ 

K 2 wh ' ^ (),r ) 


Lorsque, dans les formules (58), on substitue aux fonctions A, R, 
€, D, E, F, I, Y], leurs developpoments, ordonnes suivant les puissances 
ascendantes de la variable jr, alors, en egalant entre eux les eoellieients 
des puissances semblables de s, on trouve 


(59) 


1 — — 4 -u I f 

k = ^~{ 


: ^1 -f- 


K 


•■'0 _ 


; d7)o 

d/ 


I /Q ^ -'u , y 

— ~ + — i-?i, 


(6o) 


dx df 


df 

+ ? 2 , 


K 




K 

Fo 

K 


rAr ()y 


sit 




ill dUd 


' K — 


df 




K "d.-c 
E, 0 — 1 


2 \ dj dj" 

(_b _ d^, ^ d-fl) 

K 


")• 


Ox -,j7 


K 


d?, 


2 \^^+d^ 


£1 — ij- ' / 1 

K 2 \ d r d.,r 




puis, en combinaul les formules (5c,), (6o) avee les equations (,<,), 
on en eonclut 


(6i) |. = - 


d^’. 


( 62 ) 4 




rjizr: — 




^0, 

df 

dCi 

dj’ 


4=_V£io4.dn<, 

^ \ df ^ 

H- 

dof: df J’ 
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('i3) 


i 

I 


^ d’ 




' '\ 


; K 


dx- 


(l.-i) 


Fo=- — -K(p^-h^), 

2 \oj ax J 


A,: 




6 / ay 


F.: 


B,: 




■;(dli ^ df\i 
dy dev- 


Done, si Ton fait, pour abreger, 
(65) 

on aura 




(60) 


0( 


(^>7) 




I d-i]t 


dU ^ 

dx ^ 6-^ \ dy 


P 


( Bo = pi2^ 


d-f\« 


dl 


, dy 0+1 dx 

P _ I 02_A_ - , 

" 2 ^“ 0 + i\,()/ dx)’ 




- ^yi i 
\dx 0 + J dy 


dvj 


dl, 


(f. = -^pQ=^(^ + ^ 

\ ^ 2 ^ 0 -+- t \ ^.37 

Oil, c<3 qui revient m meme, 


\ 


^ 

dx^ 0 + 1 dy^ 


( 68 ) 


A, =-pi2= 

B. = - 

0 + 1 


-HI 0yV’ 


P^\df d^'f 

d^<. 
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i\ T- ^ _ D 

dY 0 


■5) 


I \ d-i\^ 


e)-dy 


Cola pose, les equations (20) et (27), qui sont relatives a I equilibre 
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dune plaque solide, donneront, pour une plaque elastiquo. 


(69) 

et 




L ^ d'^o , J. 9 -h2 d^-Qo \ Y 

2 0-1-1 2 & 1 doc; dy J ^ “ 


1 9 

2 0 -Ir t 


I 9 + 2 \ 

dx* 2 0 4-1 dx dyj 


-t- Yp ~~ 6 


(70) 




3 \ dx^ 


dx^ dy^ 


d/V' 


Zo ~f” TT ( Z 2 “h 


dx 


9. 


<9y)' 


De plus, en vertu des formules (34), (35) et ( 37 ), combinees avec les 
equations (66) et (68), on aura, pour tuus les points situes sur une 
portion libre du contour de la plaque elastique, 


(70 


Q -2 / ^ 


I 


\dx 6 + 1 dy 


I _L 


cosa -t- - -r -u 

a 9 + i\dy dx 

I 9 / d^o , dop 


cos (3 


! (1^ + rir s) + 5 8T7 V37 ^ -sj: 


COS a 


^/P 

pVd 

I /p 


p VO 


— dy cos a 

— d*') cosp 


(72) 


' + _L_ ^0) 

V dx^ 0 4-1 dy-J 

d"?o , 1 d% 


COSK ■ 


0 


, dr- '^9 + 1 


0 4-1 dx dy 

9 

0 4-1 dx dy 


cos (3 = o, 


cos a = o, 


(-3) P.* eosa4- 4 - cos^] = X. cos« 4- Y, cosf 


Au contraire, pour tous les points situes sur une portion fixe du con- 
tour de la plaque, les valours des inconnuesip, r]o, Cp devrontsatisfaire. 
non seulement aux conditions (4o), mais encore aux formules (4i) 
ou, ce qui revient au meme, aux deux suivantes : 


Dans le cas particulier ou la plaque elastique est rectangulaire et 
termmee lateralement par des plans perpendiculaires aux axes des .r 
etj. les formules ( 7 a), (, 3 ) donnent : pour les points situes 
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D’UNE plaque solide. 
sur la surface supp-osee libro de Fun des plans perpendiculaires a I’axe 

dcs X, 


(75) 

(7t>) 

( 77 ) 


\<)x ^ 0- 


- 

1 Oy 

I 




()x“ Q — I — I ^y 

i dx^ 


= -(- 
P\9 




h 


Ofio 

dx 


■ 0 , 


dy^ 


dx dy 

= X.; 


2“ pour les points situes sur la surface supposee librede Fun des plans 
perpendiculaires, a Faxe des j, 


( 7 «) 

( 79 ) 

(80) 


Q2 

\ d. r 


I 

dx / 

=?< 

:?-*) 


I 

dKo 


dj^ 


dx^ 

= 0, 


d?o dY)„ _ 

dy dx 


d^C, 

dx dy 


z=zo, 




/ d^Co 
dx- dy 



Si Fon designc par a la somme des deux premiers ternies compris 
dans la valour do u [voir la formule (56)], et si Fon pose, en conse- 
<iu(mce, 


(«0 



dy' 


a oxprimera evidemment la dilatation superficielle qu’eprouve, en 
vi'.rtu du changement de forme de la plaque, le plan mene par Ic point 
{x — j — q) parallMement au plan des x, y. Si d’ailleurs on repre- 
sen te par 

(82) H zn Bp “H + ^2 h**- 

le developpement de a conisidere comme fonction des variables x,y, s, 
suivant les puissances ascendantes de s, on aura 
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et Ics formules (66), (67) donneront 


( 85 , 


(86) 




P 


0’ 



pQ^- 
6 + 1 


drip 

dr 



P 

0’ 




^0 

dr 


dyip \ . 

d.2? J ’ 


0 +1 V di 

p^~ /fldTii 

§+r V dr 


B, 




driA 


De plus, les ^aations (69) devieadront 


(87) 


I 

\ 2(0 + 1 ) 


9 


fd% 
\ dx^- 



dr= 


.( 0 . 


d-rio 'X 

drV 


+ ( 0 + 2 



+ Xp = o, 
+ Yp = o; 


pt I on conclura de ces dernieres, en les combinant par voie d’addition, 
apres avoir differentie la premiere par rapport a x, et la secondc par 
rapport a y. 


( 88 ) 


9J 


dx- 0^2 


dx 


Enfin I’equation (27) donncra 


(89) 


3 


drV 


dYo 


dy 

— 0. 

dKt 

, dYA 

da; 

dr) 



Lorsque, dans la formule (8()), on remet pour sa valeur tiree de 
I’equation (84), on se trouve immediatement ramene a la for- 
mule (70). 

Si Ton veut considerer la plaque elastique, non plus dans I’^tat 
d equilibre, mais dans 1 etat de mouvement, il faudra, dans les equa- 
tions (69), (70), (87), (88), et dans les formules (78), (78), (81), 
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remplacer les expressions (48) par les expressions ( 49 )- pose, on 
(irera : i” des equations (87) et (88), 


(gf) 


(9') 




2(0 -t- l) 




To H- + (0+ 2^ 

2 ( 0 4 - 1) L \ dix- dy^‘ / dy _ 


-t- Yr 


dt‘^ 


9 :^ 


(hr^^ ()V'-^ J dr “ dt‘^ ^ 


-2‘* (Ic requalion (70), <^n rediiisant le polynomo 


c„+ 

ail s(‘ul termo I 


d'/ii 
-r- 9 . ~ 
d<x' ay 




26 1 \ doc- dv^ . 


0 » 


(92) £2 




d'"?,, d^C.,\ 

3 ( dx'* djT" dy*'/ 


: Z<) -h 7: ( /(i 4 - 2 




dy 


De plus, en suhstituant aux quantites X,, A’',, dans les forniules (78), 
(78), (81), les bindmes 

d=?„ 


V Y . d»Co 


Y d~Oi Y 

‘ PP “ ‘ ' dydt^' 


ou plutot les valours approchees de ces bindmes obtenues a I’aide de 
I’equation (92), savoir 


on trouvera 

dHo ^ d» ^o \ 
dxdy^J 


cosa 


£2= 

£2'^ 


Xj-t- 

dZ„ Y 
da;’ ^ 

/ d®?„ 


df 

dyd 

(fi£ + 

d‘>Co \ 

Vda?® ^ 

doc dj^J 

/ d=c, 



dZ„ 

dr’ 


cos pj = (^Xj 4- cosa + ( li H- 


dy 


:Xr 


d/ d/® / 


^0 

d^ ’ 
d/’ 


Dans le cas particulier pu la force acceleratrice 9 devient constante, 
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los formules (91) et (92) se reduisent a 


(96) 


\dx^ dy^ ) dt'^ ’ 


(97) 





d’^K, 

' dx- dy^ 


dK. _ y 


Si cottc meme force acceleratrice s’evanouit, la formule (97) donnera 
siinplement 


(98) 



\ dx^ dx^ dy^ 


djV 


dt'^ 


o. 


Si d’ailleurs on considere un corps elastique comine uii systeme. do 
molecules qui agissent I’une sur I’autre a de tres petites distances, 
alors, on supposant que I’elasticite reste la meme dans tons les sens, et 
quo les pressions supportees par la surface libre du corps dans I’etat 
naturel se reduisent a zero, on obtiendra, entre les constantes desi- 
gnees par k et par K dans la formule (Sy), la relation 


(99) . /i:=2K. 

On aura done, par suite, Q = 3 , et Ton tirera des equations (90), en 
attribuant des valeurs nulles aux forces Xq, Y,,, 


(100) 



^ '\ 5 _ d% 

df^ ) 8 dxj ’ 

d-vio\ 5 _ d^Y)„ _ 

dy^ / ^ dy / dt'‘ 


Dans la meme liypothese, si les pressions P, s’evanouissent avec la 
force 9, les formules (71), (72), (gS) donnerorrt, pour les points situes 
sur des portions libres de la surface qui termine lateralement la plaque 
elastique, 

\ 4 


dr]Q 

dv 


cos a - 


U/ 


d'Ofy 
An 


COS|3: 
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, I ^ ^ 

d.€^- ^ 4 dj^) a + ^ ^ cosp = 0 , 

-lii' _^. i 3 


cosa -t- 


3 d^-K, 




g^ + -^)cosp = o. 


Si la plaqtM' (‘laslaquo etait rectangulaire ct terminee lateralemeiit par 

(Ids plans perpcndiciilairos aux axes des a:- et y, les formules (roi), 
(loa), (lod) doaneraifMit : i° pour la surface supposee lihre do I’un 
d('s plans perpi'iidiculaires a Taxe dcs £c, 

('On) 4- i. _ o ^ 

da' 4 ()}' ’ dy dx ’ 

(ro5) r £ 

CoG) ^ + -i!l!L=o- 

6 ?.r’^ rAx* dy^ ’ 

2^’ pour la surface supposee libre de Tun des plans perpendiciilaires a 
ra>:(^ d(»s y, 


£^£Lo ^_ £ 1^2 _ o 
<)y ^ 4 dx ~ ’ 

H- £ = 


dy dx 


<■'"9) -i^ + ?T=»- 

fAr- dy oy^ 

II est hou (robserver que, en vertu de la seconde des ^uations (io5) 
ou (loB), la condition (io 6 ) pourra etre reduite a 


e( la condition ( 109 ) a 


OEiwres de C. — S. U, t. VIII. 
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La pluparf des equations etaLlies dans ce paragraplic, et part.iciilie- 
remenf les formules (20), (27), ( 34 ), ( 3 :>), ( 36 ), ( 3 o), (;> [), ((p), 
^9L)' (9-)» extraites d’un Memoirc que j’ai presentc ii I’Acadeiuie 
des Sciences le 6 octobre 1828. Ces memes formules, ou du .moins 
eellcs que Ton en tire en posant 0 == 3 , se sont trouvees d’aecord av(n‘, 
les formules contenues dans le Memoire de M. Poisson, qui dtait sous 
presse a eette epoque, et qui vient de paraitre. Toutefois, aux condi- 
tions (74), dont la premiere entraine la, seconde, lorsqu’on a egard ii la 
derniere des formules ( 4 o), M. Poisson a joint uno troisifenui condition 
qui disparait d’elle-meme dans le cas oil la plaque elastique devifuit 
eirculaire, et dontl’admission, dans les autres cas, nous parait su i(dt(« 
ii quelques difficultes. 

On peut aisement conclure de I’equation (96) quo la vitessc^ du son 
dans line plaque elastique d’une etendue indefinie est precisement la 
valeur de O determinee par la formule ( 65 ). Si d’ailleurs on supposi' 

0 = 3 , on prouvera, comme dans Particle precedent (page 3 16), qu(> la 
Vitesse dont il s’agit est a la vitesse du son, dans un corps solide, elas- 
tique dont les trois dimensions sont indefinies, dans le rapport d(> \,/8 
a v 9 = 3 . Si I’on attribuait au nombre 0 une valeur diliereiOn de 3 , le 
rapport entre les deux vitesses serait celui de y/P’—T ^ _ o_ 

L equation (98) a la meme forme que celle qui a ete trouvee sans 
demonstration dans les papiers de M. Lagrange, et qui a servi d(' base 
aux recherches publiees par M*"* Sophie Germain dans un Memoire sur 
les plaques elastiques couronne par I’Institut en 1 8 1 5 . 

Loncevons maintenant que Pon considere, non plus une plaqim elas- 
tique, mais une plaque solide entiferement denude d’elasticite. Alors, 
en adoptant les principes enoncds dans Pun des precedents articles 
( pages 224 et 220), et faisant, pour abreger, 

(■‘2) k + K=: 0 K, 

on reconnaitra que les formules (90), (92) doivent dtre remplacees par 
relies qu’on en deduit, quand on substitue, dans les premiers mem- 
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bres, aux ineoiinncs 7]„, T,,, lours derivees relatives a t, savoir 

d-/i„ c?Co 


403 


et, a la qiiantite 
rexpression 

Done, si Ton pose 
(r i3) 


^ 

Ot" dt' ()C ’ 


u ^^0 , dup 

»() — 1 ^ > 

(JjL- a y 




dl 


\ dar' ()y 
dt 

(hj _ 

dt ~ 


dap 

■ dT‘ 


dt 


les inconnues p,,, qui representeront, au bout du temps?, les 
projections algebriques do la vitesse d’un point sitiie sur la surface 
moyenne, devront satisfaire, quels que soienta? et y, aux equations 


( n ii ■) 


2(^ 


--4 

~H 1 ) i_ \ d-x~ 


0 d^»o 

dp 


2(5-4- 1) L \ 


('O , d^ 

dy'^ 




) / ^ 

‘ 6/.r, 


4-X, 


■(0+2) 


(ii5) ^22. 


£2 


(ifb 




3 \ dy^ dy''* 


^ dt 


„ d«o 

■““77’ 

dt’o 
dt ’ 

da' dr / 

On tirera d’ailleurs des formules (ii4). combinees avec les for- 
mules (83) et^nS), 

''dspi 


(ii6) 


dx"^ dy'^ 


dt 




dx dy dt 


Pinfin, si la force adcel^catrice s’evanouit, les equations (ii5) et(ii6) 
deviendront respectivement 
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2 " Pour s i, 

F^i +(It-i-P)|i_D=o, 

E-p +1) p -C-P^o. 

<Ar ()f 

Enfin, si Fon clevoloppc les (juantites A, B, C, D, E, F, X, Y, Z suivant 
Ics puissances ascondanf.os de s a Faide dcs equations ( 12 ), (i3), (i4), 
(»n trouvera, an lieu des formules (iG), 



E() H- La ~ - 4 - . . . H- ( A] -H . . . ) i H- ( Fi -t- . . . ) i — o, 

I l),|-l- l).j -2 (Pj I'gi _j__ _ — 0^ 

j (^0 +• La — - 1 -. . .+ (EiH-. . —— P 

et 


(I ->. 3 ) 


li<i H— ,Il(3 ^ 4**- . . . “f* f A{) -f- Aa ~ 
/ p- 

J.) 1 -h 1 ) 3 ^ f Jb () -+- Fa ~ 

-t- (Jg g -I- . . , Eg J. 






\ I di 

) i dco 


f. + f 2 - 



Ba — 4 - 


r di 

T dy 





p ^ 

i djc’ 

P ^ 
i d/ 


puis on en conclura, en n4gligeant dans une premiere approximation 

di di 
55’ dy' 


les terraes du m6me ordre que la fonction i et ses^erivees 


E,=-f[(A.+ P)^+F.|]. 
D,=- j[F.^ + (B.+ P)^], 
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Cek pose, les formules(2o) devronf etre remplaceos par los suivanl<is 


1 - 

d^‘ 


I f26') 




Ao JFo I f/ i 

^[F.|i+(B,+ P)|]+pY...o. 


Of 


Quant a la formule (21), elle continucra d’etre fo’urnie par la pin'Kiieiat 
approximation. Mais elle acquerra de nouveaux termes, si i’oii a lai- 
cours a une approximation nouvelle. Conccvons cn cffot (juo, dans les 
formules (122), (i23), on conserve les termes proportionruds an earre 
de i. On tirera de ces formules 


(127) 


E„ 

D„ 


^ " -in 1 • 

• - ii.2 — Ai 2 h u ~ 

- Da — lyi- 

2 ()w ^ dr 


c„ = - P - ~ C, - E, c p- ~ [), ; 

(U! dy ’ 


(328) 


r A dc- 


puis on conclura de celles-ci, combinees avec les equations (lo ), l(‘s 
deux premieres des equations (T2f>) et les (kjuations (t2()), 

I V=—f ^ -t- ^ _j_ n V ^ Ya r dt \ 


2 \d.3; dj' 
D^^iVdF, , dB, 


(129) I 




2 \d:r dj 

C,=-P+Jp[z.+ £(x.| + Y, 


di 
“ d^ 


+ (^o+P)(~~'- pi) + 2 F ^ * d^i\^... 

\djs- ' 2 daiy ^ \dx dY~2 d^Y J ^ ^ ^ 


dx dy 2 d^dyj 

i C, = |p/z,-^«_YItV f!/^ , d*F, , d-B,\ 

■ ^y 


t+p) 


dt^ 

dy^ 




£ d*f\ 
'A j 
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Par suite celle ties equations (r 5 ) qui renferme la quantite C, donnera 


( I 3 f ) 


/ d-Ai 




3 \ ' dx dy dy^ 

-f- p 


-.(A,— - 4 - 2 F,^h-B.— 


Z„H-^(X, ~ + Y,|^ 
' dx dy 




dXi dYA 
d.r 


■ o. 


Do plus, commc la variable s, comprise dans les equations (12), (i 3 ), 
(t4), est line quantite du meme ordre que i, on tirera de ces equations 
combinees avee les deux premieres des formules (120), et avec les 
equations (1:27), (129), (i 3 o) : i® en negligeant dans les developpe- 
ments de A, b, B les puissances de /superieures a la pi’emiere. 


(28) 


-A(|-i-Ai 5, 1< — I'o-t-Fi^, B — BjH- B i^; 


2“ en negligoant, dans les developpements de E, D, C, les puissances 
de i superieures a la seconde 


I E — Eo + El ^ + Ej ^ =r Eo ( I - 


El 5 ■ 


. rh « di 

Ai ^ +Fi -T- 

dx dy 


2) 


(jx 


2 


dK 

dy 


~hpX, 


• f i di ^ di 
- z ( Ai + Fi 

dx dy 




di 


X) .Dq -+- 1) I s -f- Dg 


: 1)0 [ I — — 






dx 


. I p dl n di 

■ « ( F, -r- -h Bi -5- 

dx dy 


s-^ 


C = C„H-C,- 


■P+(Ci,+ P)(i- 


p-f- 


,?(e 


di 

' dx~^^^ dy 


■n di ... „ . di 

Eo^ + (Bo+P)^, 


di 


5 ) 




di ^ di\ 
dx ^dy) 


,s‘^r , i:’ /T> 11 s 


dH-] 


dP 


di di 


di 


+ (Ao+P)g^, + 2 F,^^ 4 -(B„ 4 -P)^. 

Outre les Equations (126) et (i 3 i) qui, dans le cas d’equilibre d’une 
plaque solide, subsistent pour tous les points de la surface moyenne, 
il en est d’autres qui sont relatives au contour de cette plaque, et que 
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nous allons fairc connaitre. Supposons toiijours la plaque termhuM^ 
lateralement paiMine surface cylindrique clont les generatrices reslenl 
perpendiculaires au plan desx, y. Soient 

P et y = ^ 


les angles formes par la normale a cette surface avec les demi-axes des 
coordonnees positives ; et concevons que Ton developpe v], 'C s'uivant 
les puissances ascendantes de la variable s a I’aide des formules ( IH). 
En raisonnant comme dans le §11, on prouvera que b^s conditions (b)), 
( 4 i) doivent toe verifiees pour tons les points de la surface moyeiuu' 
situes sur des portions fixes du contour de la plaque, et b^s formules (- 2 d) 
pour tons les points de la surface moyenne situes sur des portions libres 
du meme contour. D’ailleurs, en substituant dans les formules (dd) 
les valeurs de A, F, B, D, E fournies par les equations (a 8 ), (i 3a), (^( 
supposant, pour plus de simplicite, d' = P, on retrouvera (uic.ori' les 
conditions (34), (35) et (dj). 

Si Ton veut considerer la plaque solide, non plus dans I’etat (Tequi- 
libre, mais dans I’etat de mouvement, il faudra, dans I('s equa- 
tions ( 126 ), (i3i) etf'dy), remplacer les quantites (43) par b's t'xpri's- 
sions ( 49 )- Celfi pose, on tirera des equations ( 126 ) 


(1 34) 


OK , t>Fo » 

dJ! ' dj- i 

d,v dr i 


n /T» 

Fog^ + (B„ + P)^ 


pX„ = p ’ 

+ pY„-p 


et de fequation (i3i), en reduisant le polynoine 


So'"!" F f ?2H- 2 


dx 


-H 2 


au seul terme 


dr)^ 

d'y 


(i35) 


(d^-A, „ d^F, , d^B, 

3 \ dx- “ dx dy dy^ 

di 


•P 




, dH ^ dH 
^ ’ dx'^ ^ ^ dx dy 


i> /„ , (?X, 


-“•p 


t52 
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Quant a reqiiation (37), die clevra etre remplacee par la formule (32). 

Supposons maintenant quo la lame proposee devienne elastique, ot 
qiic son elasticite soitia memo dans tons les sens. Alors, en adoptant 
les memes notations que dans Ic § 11 , ct combinant les formules ( 5 g), 

(Go) avcc les equations (124), (raS), on I’etrouvera les valeurs de 
v] i, 'C, et ‘C2 deterininees par les formules (61), (62), et les valeurs dc 
A„, Ffl, Bq, a,, F,, B, determinees par les formules (66), (68), tandis 
que les quantiles acquerront des valeurs nouvelles. Cela posd 

s’il y a equilibre, les equations (126) et(i 3 i) donneront 

£>i I go ^ 0 g + a d^TQn 1 r 1 di ^ S _ , dri„\ ^/~1| ^ 

\d^’^ 2 6'-h2 dy^ 2 0H-2 dxdy i 04- 1 dy ) dx 204-9 \ dx Jdy^ ) 

6 — I P I di 

6 p i dx^ 

f >2 1 _L ^ _* Q + 2 ^ ^ ^ 

I ^ a^}^-2 da:^ 29+2 dxdy i Lvdy dxjdy 26+2\dy ‘ dx I dxj) 

-- ^ — * L' ’ - 

6 p i dy^ 


T (tt ■+■ 2 + Tt) 

3 \ dx^ dx- dy^ dy‘^‘ j 

o-i / r ^ ^ ^ ^ + -±_ ^ 

0 -4- 1 dy^ / dx^ 6 4-^1 dx dy dx dy \dy^ 0 -H r dx^ J dy^ ^ 

Si, au contraire, la lame elastique semeut, on tirera des equations (i 34 ) 
et(i 35 ) 

0 + 2 d=*no *'-^-^-(^-^“4-— “^4^1 i- 

fi+id/ycJa; 29 + 2 \dy dx J dy \\ 

__ 6-1 P I dl 

df^ ^9 pi dx' 

, 6 d-n„ , 5 + 2 d“i*L _ir^«A| + -7^— + 1 1' 

I'dl^ 20+2 20+2 dxdy i \_dy ^ 0 -+ dxjdy 20+2(0/ 0 .»/ 0 xJ S 

d^ri^ 8 — I P 1 di _ 

dt^ 0 T i dx’ 
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3 \ ‘ d<z-dv"- dr^ 


(’i 3 qV — 




2 d 


d'-^ c . 

1 1 

+ __L_ 


^ 0 + 

_ 

I dy- J dx-‘ 

5 + 1 

dx dj 

^ dx dy ' 

V dy-^ 0 H- 1 

d.r- ) dy- 

-7 ■ /(x 

+ Y 

fz + 

dX, 

+ s>^V 





1 Zj2 

dx 

<^1 ) 




Si Ton adniet la relation etablie par la formule (99) entia'- les <}uan- 
titesX' et K, on aura 6 = 3 . Alors, en supposant constaiU(3S la (lirocti(Mi 
et rintensite de la force acceleratrice 9, on concliira des form 11 les (i: 38 ), 
(f 39 ') 


(i4o) / 


r^“+ 

_dx'^ 

3 d% , 5 d-r^o 

8 dy^ ^ 8 dx dy 

e — i p (?h- 

. 

\dx 

I C?Y)o\ <?] J 

4 dy J dx 

!y}A *21i 

8 \ dy dx j dy _ 

~ df^ 

0 p dx ’ 




r^+ 

3 d^ 5 d'^^D 

(d-D^ 

1 (J|„\ 



8 dx- 8 dx dy 

\dy 

4 dx! dy ■ 

8 \ dy dx) dx 


6 — I P dli ^ 
dt^ B p dy ^ 


( 02 ^ ^ _d^^o c?^Co\ 

I “ 3 \rja^^ dy* ) 

[ L \d^' 4 dy^ J dx'^ 2 dxdy dx dy \dy^ 4 dx:^ ) dy'^^_ 'JF 

Enfin, si Ton suppose o ~ 0, P = o, et 

(^42) i =Z c{i -H ax +■ by), 

# 

a, b, c designant trois quantites constantes, les equations (t4o), (r;4T) 
donneront respectivement 


3 \dx^ dx‘^dy'^ dy^' 


03 ^ 3 d% 5 d^rig 


I 8 dy^ S dxdyj i-hax 

Iniy^o I 3 <^^^0 5 d-Vp \ £i' 

i \ ^ 8 dx dy ) 'i ax 


6 jL W 4 dy)^ 


8 \rf/ 


r+a^-h^jL \dj 4 d^ry ^ 8 ^ 


(i44) y{, + ax + byy(0 + : 




dx^dy^ dy^ J dt^ 
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|j(;'s ('!(iuarioiis (i36), ( 137 ), ou (i38), (iSg), et Ics suivantes soul 
colh's qiii, (Ians I’etat crequilibre ou tie mouvement, subsistent pour 
(ous les points d’ane plaque elastique dont I’epaisseur est variable. 
()iianl. aux Ibmiules qui doivent etre verifiees pour les points situt's 
sur le contour do la plaque, elles ne different pas de celles quo nous 
avons ohtenues, dans le § II, en supposant I’epaisseur constante. 



SUR L’ROIJILIBRE 


ET LE 

MOUYEMENT D’UNE VERGE RECTANGULAIRE. 


Considerons une verge solide qui, dans I’etat nature), ait pour axe 
line ligne droite ou une courbe plane. Supposons d’ailleurs quo la sec- 
tion faite dans la verge par un plan perpendiculaire a I’axe soit un 
rectangle dont Ics deux cotes restent constamment paralleles a I’un des 
plans menes par cet axe, ou au seul plan qui le renferme. La verge 
dont il s’agit deviendra ce que nous appellorons une verge rectangu- 
laire, et son epaisseur 2A ou 2 i hiesuree parallelement ou perpcndicu- 
lairement au plan qui renferme I’axe ne sera autre chose que I’un des 
cotes du rectangle ci-dessus mentionne. Au reste, Ics epaisseurs 2/1, 
21, que nous regarderons comme tres petites, pourront demeurer con- 
stantes, ou varier d’un point de I’axe a un autre, suivant une loi qucl- 
conque. 

D’apres ce qu’on vient de dire, une verge rectangulaire ne differe 
pas d’une plaque solide qui serait naturellement plane et terminec 
lateralement par deux surfaces cylindriques tres rapprochees Tune de 
I’autre. Si d’ailleurs on suppose que cette plaque solide devienne 
elastique, et offre la meme elasticite dans tous les sens; si de plus, en 
adoptant les notations et les principes exposes dans I’article precedent, 
on continue de prendre pour plan des a;, celui qui divisait primiti- 
vement repaisseur2idela plaque elastique en deux parties egales, les 
deplacements y),, d’un point de la surface moyenne, mesures paral- 
lelement aux axes desa; et devront, dans le cas d’equilibre, acquerir 
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des yaleurs teJles quc Ics formules (20) de la page 887, savoir 

(Iv 


W3 


(0 


+ pX„ — o, 


dFo V 

a;7 


dy ' “ ■’ dee ' dy 

et les formules (34) do la page 3c)o, savoir 
(a) (AyH- cosa -t- Fo cos(3 r= o, Fd cosst n- y?) cos(3 ~ o, 


.soiout verifiees, les deux premieres, pour tons les points situes sur la 
surface moyenne de la plaque, ef les deux derniercs pour tous les 
points situes sur le contour do cette surfoce, A#, Fo, etant des func- 
tions de y determinees par les equations ( 63 ) de la page 3 gS, 011, 
re qiii revient au memo, par les suivantes : 



11 est essentiel de rappeler que, dans ces equations, p designe la den- 
site de la plaque regardee comme constante, X,, Yo les projections 
algebriques, sur les axes des a; et_y, de la force acceleratrice appliquee 
a un point quelconquo de la surface moyenne, eta, ^ les angles formes, 
avee les demi-axes des x cty positives, par la normale elevee dans le 
plan des x, y sur le contour de cette surface. 

Supposons maintenant la plaque elastique renfermee entre deux sur- 
faces cylindriques tres voisines, et reduite par ce moyen a une verge 
rectangulaire dont I’^paisseur, mesur6e parallfelement au plan des x,y, 
suit egale a 2 A. Designons, comme dans Particle precedent, par vj, ( 
les deplacemcnts paralleles aux axes d’une molecule quelconque m 
qui correspond, dans I’etat d’^uilibre, aux coordonnees x,y, s; par 
X, Y, Z les projections algebriques de la force acceleratrice appliquee 
a cette molecule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections 
algebriques des pressions ou tensions exercees au point (x, y, 
eontre trois plans parallbles aux plans coordonnes. Soient, de plus, 
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r, f les distances comprises, dans I’etat d’equilibre : i" entre I’axe de la 
verge et la droite menee par la molecule m parallelement a I’axe dcs z; 
2° entre la molecule m et le point de la meme droite qui so trouvait 
primitivement renferme dans le plan des x, j. Enfin conccvons qin^ 
I’on developpe les quantiles rj, X, Y, Z; A, B, C, D, E, F, consi- 
derees comme fonctions de x, r et r', suivant les puissances ascen- 
dantes de r, r'-, et joignons, en consequence, a la formule 


I 4 ) 4 — 2 o ,0 + ?1>0 r "t- ^0,1 ^0,2 • ■ • 

toutes celles qu’on en deduit quand on y remplace la lettre ^ par rune 
des lettres r^, X, Y, Z; A, B, C, D, E, F. Les fonctions de x et dey, 
designees, dans les formules (i), (2), ( 3 ), par 7 ]„; X„, Yo ; A^, F„, 
Bo, se confondront avec les valeurs de y]; X, Y; A, F, B corrcspon- 
dantes a /= 0. Done elles seront donnecs par des equations de la 
forme 

Z '2 ^,2 

( 5 ) Io=?o,o + ?i,o'"+ ^2,0— ■«„= -02,0 — H- 


Remarquons d’ailleurs que les deux quantiles designees par ^o,o» '/lo,# 
dans les equations ( 4 ) et ( 5 ) sont precisement les valeurs de ^ et de v] 
correspondantes a un point situe sur I’axe de la verge. 

En resume, on voit que, dans le cas d’equilibre de la verge rectan- 
gulaire, les deplacements d’une molecule primitivement renfer- 
mee dans le plan des a;, y, et les deplacements ^0,0, v]o,o d’un point 
primitivement situe sur I’axe se deduiront des formules (r), (2), ( 3 ), 
( 5 ), dont la premiere et les deux dernieres devront are verifiees pour 
tous les points de la section faite dans la verge par le plan des x,j, 
tandis que la seconde devra are vaifiee pour tous les points situes 
sur le contour de cette meme section. Or les formules (1), (2), ( 3 ), 
( 5 ) sent entierement semblables aux formules (i), (4), ( 38 i), (22) de 
i’avant-dernier article; et, pour tirer les unes des autres, il suffit de 


rempW A, F, B J£, 1, f, ,, par A., F., B., X., X., 5„ p par D 

® P®*" ^ “F enfin S,, it],, 


par 


">o,o> •••• C^Ia pos 6 , 60 tenant comptc 
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des observations faites a la page 379, on pourra immediateinent trans- 
former celles des equations de ravant-dernier article qui determinont 
les valeurs de '^0 relatives a I’equilibre d’une lame elastique droite 
ou courbe d’epaisseur constante ou variable, demaniere a obtcnir les 
equations qui fourniraient les valeurs de ^0,0, relatives a I’equi- 
libre d’une verge elastique et rectangulaire, pourvu que cette lame et 
cette verge, prises dans I’etat naturel et coupees par le plan des oc, y, 
offrent toutes deux la meme section. Si, pour plus de simplicite, on 
suppose les dilferentes faces de la verge elastique soumises dans tons 
leurs points a une seule pression exterieure, on devra reduire a P, et 
alors, pour effectuer la transformation dont il s’agit, il suffira de rem- 
placer dans les formules (60), (6r), (62), (67), (68), (69), (71)1 
(72), (99), (100), etc. de Tavant-dernier article, lo> ''Qo? X,; Ao' 

. Q j 

Y,, Y2 par ^0,0, ; Xo,o) ^0,0^ Y’2_o, K par — g — K, 0 par 


G -t- I, enfin Ppar P -H n = ^-^P, la valeur de II etant — j- Done, si 
Ton considere I’equilibre d’une verge rectangulaire, qui, dans I’etat 
naturel, etant droite et d’une epaisseur constante, aurait pour axe I’axe 
des iv, les deplacements d’un point de I’axe, mesures parallelement aiix 
coordonnees cc et j, seront determines par les equations 


( 6 ) 




d%,c 

dx^ 


“+■ ^0,0 — 


(7) 

dans lesquelles 


3 dx^ 


= Yo,o + 


6 



d^tf^ \ 


X„,o, X: 


1 , 0 ? 


• 0 , 0 ? 



designeront les valeurs de 


dy’ 


Y, 




correspondantes au point dont il s’agit, et Q une quantite propre a ve- 
rifier, non plus la formule (62) de ia page 3o3, mais la suivante 



6 -i-i) 0 p ’ 
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en sorte qu’on trouvera 

/Q\ 02 — I)(0H-2)K 

(S) 

Ajoutons que les conditions relatives aux exti’emites do la verge se 
deduiront des formules (67), (68), (69), (71), (72) (page 3 o 5 ) et 
seront respectivement : pour uiie extremite fixe, 


(9) 

(10) -Oo.o^O, 
2" pour une extremite mobile. 


?o,o — O) 
dx 


('0 

£22 

dx 

_ e-i p 

0 -hi 

( 12 ) 




X.,0 


Si, dans I’etat naturel, la verge elastique, ayant toujours pour axe 
I’axe des x, ofFrait une epaisseur 2A variable d’un p,oint do I’axe a un 
autre, il faudrait aux equations (6) et (7) substituer celles que Ton 
tire des equations (rSi), (i 52 ) de la page 829, en remplaqant y)„ par 

^0,0- 6 par 0 + ], et P par -y-P- On aurait done alors, pour un 
point quelconque de I’axe, 


(i 3 ) 

(r 4 ) 


Q? ( _L ^ , Y _ ^ ~ t P dh _ 

\ dx^ h dx dx ) ■“ ^ [ p /j 


fh 


d^h 



( 0 \ 

(3 

dx’^ 

dx^ 

dx^ ) 

— Y(|,o 4 - -g- 1 



, dk 
‘ dx 


X 


l.o- 


Concevons enfin que, dans I’etat naturel, la verge elastique, douee 
d’une epaisseur constante, ofFre pour axe une courbe plane, et que le 
plan de la courbe coincide avec celui des x, y. Si Ton nomme s Parc 
de cette courbe, t son rayon de courbure, 1 son inclinaison par rapport 
a I’axe des x; si d’ailleurs on pose 


(i 5 ) 

(. 6 ) 


y = ? COST -+- Y) sinT, 
§ = X COST -4- Y siriT, 


§ =-0 COST — ^ sioT, 
= Y COST — X sint, 
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et si Ton designe par s„,o les valeurs de y, o; A, s, cor- 

respondantes a des valeurs nulles de r, r', les quantiles y„_o, S„ „ repre- 
senteront les deplaceinents d’un point de la courbe, mesures dans le 
sens de la tangente et de la normale; puis en faisant, pour abreger, 

(?7) , 

^ j g j I ^^70,0 *^Q,Q ^ j ^^0,0 ^ yo,0 ^ 

ds fc ds t 


et remplacant : P par tirera des for- 

mules (280) et ( 288) de la page 358 


(‘9) 

(20) 


02 


£221 -1- 2—— — — o, 

0 -h i p 

i I ^ J\ _ 

\ <afs‘ ds ds^ t ds^ ) 


la valeur de ^ etant fixee, non plus a I’aide de I’equation (282) 
(page 358), mais a I’aide de celle qu’on en deduit en substituant aux 
quantiles 

(^ 1 ) *^Ij ^2> ^0? ^2 

les quantiles 

'^2fOf ^0,0f ^!,0j ^2,0» 


fournies par les developpements de ^ et de § suivant les puissances 
ascendantes de r et de /. II sera egalement facile de trouver les condi- 
tions qui devront etre remplies pour une extr^mite libre ou pour une 
extremite fixe de la verge elastique en equilibre. En effet, s’il s’agit 
d’une extremite fixe, les formules (25o), (25i) et (284) des pages 35i 
ot 359 donneront 

(23) y»,o=o. 

(24) Oo,o-0, -0. 

Quant aux conditions relatives a une extremite libre, on les ob 
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cn i-emplacant, clans les formules (aSS), (286), (288) cln la page' '5.')9, 
() par fJ -h [, ot les quantites (21) par les quantiles (22). 

Si Ton Youlait considerer une verge elastiqiic ct roctangnlaire, 11011 
plus dans I’etat d’equilibre, mais dans I’etat de mouveineni, il landrail, 
en regardant cette verge comme une plaque solide donl la largeur 
serail Ires petite, substitiier aux formules (i) les formules ( h)') de la 
page 39.3, savoir 


(' 20 ) 



£1" 


■pX„ 


■ P ’ 


<9^ 


dB„ 

dr 


p '^0 — p 


d=-ci„ 


Or, ces dernieres etant semblables aux formules (10) de ravaiil-dm'- 
nier article, il est clair que, dans I’etat de mouvement, les eqiialions 
propres a foiirnir les valeurs de et ou de ot o„,„, pour une 
verge elastique rectangulaire, se deduiront cles e(|uations propres a 
fournir les valeurs de ^0 et7)„ ou de y„ et S„, pour une lanu* elastiipie, 
a I’aide des memes transformations quo nous avons operees dans le eas 
de I’equilibre. Ainsi, par exemple, en remplaqaiit, dans les for- 
mules (82) et (89) des pages 809 et 3 io, y,„; X„, X,; Y,„ Y,, V, 
P'lr '^0,0 > X„_o, X,^„; Yo^i,, Y,,„, Yo^o. on trouvera, pour tons les 
points situes sur I’axe d’une verge rectangulaire naturellement droite 
et d’une epaisseur constante, 


(26) 


<■>2 d ^0,0 Y d"^o,o 


(27) 


0* 


d*rjo.n 






6 



dx ) 


AJoutons que les conditions (9) et (10) ou (ii) ot (12), etablies dans 
le cas d equilibre, et relatives a une extremite fixe ou a une extremite 
fibre de la verge, continueront de subsister dans I’etat do mouvement, 


excepte la derniere des conditions (12), qui devra 6trc remplacec par 
line autre deduite de la formule {9^) dio^, savoir 
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Lorsque la force ;p est constante et constamraent parallele a ellc- 


meme, on a 


— X, XjjO — o, XsjO — nj ^0,0 — > ^1,0 — o, ^2,0 — Oj 

et les equations (aG), (27) deviennent 


/ n",-, ^ r>2 d"£o,0 I V 

(29) £2--^+X_-^, 

( 30 ) + = 

Alors aussi, ea reunissant la premiere des conditions (12) a la condi- 
tion (28), on trouve, pour unc extremite libre de la verge elastique en 
niouvenient, 

yi.) ' ^^^• = 0. = 

Dans le cas particulier ou la force acceleratrice s’evanouit, les for- 
iniiles (29) et ( 3 o) donnent simplement 

. ood"i(i,o 

(82) = . 

C'iHA + ^ = 0 . 

Si la verge elastique cn mouvement etait supposee naturellenient 
droite, mais d’une epaisseur variable, alors, en remplacant dans les 
formules (i53) et de la page 829 par iQ„ par rjo,„, 

^.ZLi p ijar - d P, on trouverait, au bout d’un temps queleonque t et 

pour tons les points de I’axe, 

^ ^ dx dx j 6+1 ph dw dt- 

„ /hd^-n.. rf*/* d“no,«\ d=v)o.» V 


, /A d‘v5„.o d^h d^-n.A , ^ 2 + A ^ 

(Hr.) 

Lorsque dans ces dernieres formules on reduit a zero la pression P e 
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meme temps que la force acceleratrice f, on cn conclut 


t36) 

'3;) 


02 


I dh d£,i,o^ 

\ 

1 


h dx Ox j 

1“ Ot^ 


d'*‘r}o^Q 

d-h A 


V3 

dx^ 

dx'^ dx^ J 

~0d' 


o. 


Si, de plus, on supposait la verge terminee clu cote des j positives e(; 
du cote des y negatives par deux surfaces planes, la demi-epaisseur 4 , 
mesuree parallelement a I’axe des y, serait donnee par one equation 
de la forme 

(38) h = b{i-^cx). 


b, c designant deux quantites constantes, et Ics equations ( 3 t)), ( 3 '^) 
deviendraient 


( 39 ) 

02 

c 



““ V Ox^- 

I H- cx 

()x J dt- 

(4o) 

3 + 

exf 

dx* 

■ * ’’y = “• 

dt- 



linlin, si la verge elastique en mouvement est une verge re,(‘.tangii- 
laire, naturellement courbe et d’une epaisseur constante, on tirera d(!s 
formules ( 299 ), (3oo), (3oj), (3o4) de I’avant-dernier articb^, eonv(!- 
nablement modifiees, 


(40 


I d--/o.o 

ds^ ds -~W 


(42) 


(43) 


(44) 



4- 


>-I P 

0 H- I p 


d^S, 


0,0 




4i 

f 


ds^ 


--Ui, 


'•0,0” 


I p 
■ r pt 


OH 
■()/7 ’ 


Q,/ d‘J , d.dH 
[W^ds-O^ 


I 

t Os^J 


0^ 


[ 


Ot^ 


puis, en supposant la force acceleratrice et la pression P reduites a 



zero, on trouvera 

(45) 

(46) 


(47) 
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as 




as 


ds 

asi = 


■ dt- '' 

■ dt^- ’ 


tS V ~ <)i^ ’ 


(48) 


@2 


ds‘’ 


- ^ 
ds ds'^ 


1 

t ds^ 


j^yo.o 


ds 




Us dernieres equations subsisted, dans riiypothese adniise, pour 
tous les points situes sur I’axe de la verge elastique. Quant aux condi- 
tions relatives a ses deux extremites, dies coincideront, pour une ex- 
tremite fixe, avec les formules (aS), ( 2 /,). et pour une extremity libre 

avec les formules (344), (345), (355) de ravant-demier article, sa- 
ve ir 


(49) 

(50) 


• 0 , 


dJ 

ds' 


- o. 


ds^ 


: 0 . 


Ajoutons que, si le rayon de courbure x. devient constant, la for- 
mule (356) de la page 372 donnera 

2 


(5j) 


02 


2 70,0 

ds^ 


. 2 4- 1 ^yo.o 

df* ts ^^2 


ho. 


ds'^ 


df^ 


^ Les diverses equations ci-dessus etablies determinent, dans I’etat 
d’equilibre ou de mouvement d’une verge elastique et rectangulaire, 
d une epaisseur constante ou d’une epaisseur variable, et dont I’axe 
droit ou courbe est renferme dans le plan desAf, j, les deplacements 
I'lo.o ou Yfl.o, „ d’un point de I’axe mesures parallelement a ce 
plan. Si I’on voulait determiner, en outre, le deplacement d’un 
point de 1 axe dans le sens de la coordonnee s, ou meme les deplace- 
ments i, V], ( d un point quelconque, on y parviendrait sans peine en 
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remplacant r par /•' dans les formules de I’article precedent, puis en de- 
veloppant les quantites A, B, C, D, E, F; yj, C suivant les puissances 
ascendantcs de r, r', et, par consequent, les quantites A„, A,, A,, . . 


Bq, B| , B^, . . . ; C(| , L) , Lo, . . . ; D^, D, , D*, . . . ; E^, E, , Eg 


-p p 
A p, 1 O 


Fj, lot In In ■■■i ‘'ll* ••• suiyant les puissances ascendantes 

de r. Parmi les formules ainsi obtenues, celles qui determincront la 
valeur de I’etat d’equilibre ou de mouvement d’une verge 

droite, d’une epaisseur constante ou variable, coincideront evidem- 
inent avec celles quo Ton deduirait des equations (7), (10), (12), (i 4 ). 
(27), ( 3 o), ( 3 i), ( 33 ), en substituant aux lettres A, yj et Y les lettrcs 
i, ( et Z. 

Je termincrai cet article en indiquant quelques applications des for- 
mules qu’il renferme. 

Observons d’abord que, dans le cas oil Ton suppose nulles la pres- 
sion P et la force acceleratrice f, les formules propres a determiner 
les valeurs de lo,ot ^0,0 ou de yo,„, ^o,of pendant le mouvement d’une 
verge elastique rectangulaire, sont entierement semblables aux for- 
mules de ravant-dernier article qui determinaient les valeurs de $d, 
y]o ou de y,,, o„ pendant le mouvement d’une lame elastique. Par con- 
sequent, dans cette hypothese, les valeurs de et de relatives ii 
une verge droite, qui, etant douec d’une epaisseur constante, presen- 
terait deux cxtremites fixes ou une extremite fixe et une autre libre, 
coincideront avec les valeurs de yj,, relatives a une lame elastique 
droite, et fournies par les equations (ii4) et (i i 5 ) ou (118) et (119) 
des pages 3 i 4 et 3 i 5 . De meme, etant donnee une verge courbe dont 
I’axe se trouve compris dans le plan des £c,y, les valeurs de yo,o. '^0,0, 
relatives a celles des vibrations de la verge qui seront independantes 
de I’epaisseur mesuree paralliilement au plan dont il s’agit, coincide- 
ront avec les valeurs de yo, relatives a une lame elastique courbe, 
et fournies par les equations ( 3 Go), ( 36 i) de la page 373. Seulement 
la quantite qui mesurera la vitesse du son dans une lame ou dans 
une verge elastique d’une longueur indefinie sera’ determinee, pour 
une lame elastique, par la formule (62) de la page 3 o 3 , et pour la 
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verge elastique, par la formule (8). Si Ton pose, pour abreger, 


ct si Ton reduit d’ailleurs le nombre 0 au nombre 3, comme on doit lo 
faire quand on veut exprimer que les pressions supportecs par la sur- 
face libre d’un corps elastique dans Tetat naturel s’evanouisscn,t, les 
deux formules on question coincidcront, la premiere avec I’equa- 
tion (i lo) de la page 3i3, et la seconde avec la suivante : 


( 53 ) 


V'^5R 


En comparant la valeur precedente do O, e’est-a-dire la vitesse du son 
dans une verge elastique, a la quantite \f'dK, qui represente la vitesse 
du son dans un corps elastique (voir la page 3i6), on reconnaitra que 
ees deux vitesses sont entre elles dans le rapport de \/5 a y/G- M. Pois- 
son avait deja enonce cette proposition, qui subsiste, comme il I’afait 
voir, quelle que soit la forme do la surface qui termine lateralement 
line verge elastique droitc. 

Quant aux rapports qui existeront entre les divers sons produits par 
les vibrations longitudinales ou transversalcs de la verge elastique rec- 
tangulaire, ils seront evidemment les memes que les rapports entre les 
sons produits par les vibrations longitudinales ou transvcrsales de la 
lame elastique, pourvu que cette lame et cette verge, etant prises dans 
I’etat naturel et coupees par le plan des x, y, offrent precisement la 
meme section. Par consequent, si, la longueur d’unc verge droite etant 
representee par a, on pose 


e’est-a-dire si Ton d^signe par N le plus petit nombre de vibrations 
longitudinales quo cette verge, supp.osee libre, puisse executer pen- 
dant I’unite de temps, le nombre N' des vibrations transversalcs cor- 
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respondantes a I’un des sons produits par la memo verge sera {voir la 
page 317) 

(55) N'= ( 2 , 055838... ) — N. 

Cette derniere formule s’accorde parfaitement avec Ics experiences d(i 
M. Sajv'art rapportees dans le Bulletin des Sciences de Janvier 1828, et 
differe tres pen d’une formule queM. Poisson a presentee sans demon- 
stration dans ce memo Bulletin, mais que Ton ne retrouve pas dans le 
Memoire publie par ce geometre sur I’equilibre et le mouvement des 
corps elastiques. 

Concevons maintenant que Ton compare le son le plus grave, pro- 
duit par les vibrations longitudinales d’une verge droite, aux divers 
sons produits par cedes des vibrations d’une verge circulains et de 
meme longueur, qui sont independantes de I’epaisseur mesuree sui- 
vant le rayon de Pare de cercle avec lequel I’axe de la verge coincide 
dans I’etat naturel. En nommant a la longueur de I’arc en qinistion, (>t 
Q la vitesse du son dans .la verge redressee, on pourra determiner 
immediatement le nombre des vibrations executees pendant runite de 
temps et correspondantes aux divers sons do la verge circulaire, a 
I’aide des formules (87 1), (872), etc. de la page Comme les ex- 
periences queM. Savart a bien voulu entreprendre sur ma demande, 
et que j’ai deja mentionnees dans ravant-dernier article (page 878), 
peuvent servir a la verification des formules dont il s’agit, je vais rap- 
porter id ces experiences qui ne peuvent manquer d’interesser les 
physicians, et auxquelles I’habilete bien connue de robsiu-vateur 
ajoirie un nouveau prix. 

Deux verges parallelepipddiques en cuivre Jaune, dont les longueurs 
lespectives etaient o"',8225 et i'", 657 , ont ete successivemont cour- 
bdes de maniere a offrir chacune : 1° un demi-quart de cercle; 2'’ un 
(luart dft cfirplp- At avoir produit dans cos memos verges des vi- 

vibrations longitudinales d’une verge droite, 
‘e N des vibrations correspondantes a cliacun 
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des sons qiie Ton pouvait obtenir. Or les valours approchees do N, 
ainsi deduitos do rexperionce et relatives au son le plus grave, out 
etc : i" pour la verge do i“,6o7, courbec do manibre a offrir succossi- 
veinent un dcini-quart do cerclo ot un quart do ccrclc, 

(56) N = 22ii,84.-. 

et 

( 07 ) N=:24oo; 

u" pour la verge do o’“,8225, courbec do la memo manibre, 

(58) N = 4423,C8... 


et 


(Sg) 


N = 4800. 


D’autre part, le nombre represente dans les formulas des pages 875, 37() 

par — j e’est-a-dire le nombre des vibrations longitudinalos corres- 

pondantes au son le plus grave que peut produire une verge droite, 
avait ete determine pour la grande verge parune experience directe qui 
donnait 

(6 a) — =2i33,33.... 


et par consequent ce meme nombre devrait eti’e pour la petite verge 


(61) 


2 a 


= (2133,33...) 


I ,667 

0,8220 


= 4297,79- • ■ • 


Or, en comparant les valeurs de N fournies par les equations (56) (d 
(57) a la valeur de — tiree de I’equation (60), ou les valeiii’s de i\ 

2 Of 

foui’nies par les equations (58) ot (59) k la valeur de ^ tiree de 

34 


OEMresdeC. — S. II, t. VIII. 
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I’equation (61 ), on (rouvc : i" 

( 62 ) N = (i,o36...) — , 

' ‘la 

(63) N = (1,125...)—; 

(65) rs = (1,029...) — ’ 

(65) N = (r , u 68 . . .) — • 

^ ^ 2 a 


Les coefTicients numeriques qui entrent dans les formiiles ((>2 ) on 
(G4) et ( 63 ) ou ( 65 ) different (res pen des nombrcs 



= 1,0307. • • 


et 
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cfiii tienncnt la place de cos memes coefficients dans les formules (37 i ) 
et (372) de la page SjS, et Ton pent memo reinarquer quo le noinhta' 
indique par la theorie est toujours compris entrc les deux noinltre.s 
fournis par les experiences faites sur les deux verges proposees. 

Apres avoir fait connaitre la valeur de N corresponclante au son le 
plus grave quo pouvait produire la grande verge courbee de manii«i'(' a 
offrir un demi-quart de cercle, robservation a encore permis de fixer 
les valeurs de N correspondantes a un deuxiemc et a un troisieme son, 
et par suite les rapports de ces valeurs a ~ Or ces rapporfs, qiii, (mi 
vertu des formules (Syi) de la page Syo, devaient etrc 


-r-* = 2,010. , . 
4 


et 



3,010. 


ont ete trouves sensiblement egaux, Ic premier au nombre 2, Ir 
second au nombre 3 , en sorte que sur cc point rexperionco s’cst 
encore accordee axec la theorie. 
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